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Presentacion

Cdleculo diferencial es una obra basada en el modelo de competencias, apegado al plan de la Direccién General de
Educacién Tecnolégica Industnal de la Secretaria de Educacion Plblica.

El libra se divide en cuatro partes tematicas. En cada una de ellas hay secuencias diddcticas (Deduce v aprende)
disenadas a partir de situaciones prcl::ln:P'ujt':u:aS vinculadas al tema integrador y a contenides facticos, procedi nenta ales
y actitudinales, propidando que el estudiante muestre disposicion para trabajar en forma individual v en eq
permitird la discusion y con ello que comurigue sus ideas, lo gque permite la interiorizacién del conocimiento, Asimismao,
por medio de & utifizard elementos de la tecnologia de la comunicacion como son la calculadora cientifica y el gra
Winplot. Al ,_r|||u,::-|:n de cada parte se encuentra Ir.. evaluacion diagnostica y la secuencia integradora, asi como IL ribrica
para evaluarla. Al final de la obra se presenta una lectura, la autoevaluacion vy la recuperacion de la informacion.

(Cada parte de Cdlculo diferencial se ha organizado en tres momentos: dprl tura, desarrollo y cierre. Las activida
des de apertura son aquellas a partir de las cuales es posible identificar v recuperar las experiencias, los saberes, las
percepciones y los conocimientos previos del alumno; c5-:cc activida d se realizan por medio de diferentes técnicas,
como pueden ser lluvia de ideas, cuestionarios o las que el maestro considere pertinentes v que podrdn durarde 5 a
10 minutos. Las actividades de desarrollo relacionan los saberes, los conocimientos previos e introducen nuevos conod
mientos tecnicos y dentificos, las preconcepciones con los nuevos conodmientos. Las actividades de cieme permiten al
alumno realizar una sintesis y recuperar todo lo estudiado, para ello se sugiere utilizar mapas mentales o conceptuales,
exposiciones orales de los estudiantes, la solucidn de ejerdcios y el uso del Dutﬂ’rn ios de evidencias.

Cdlculo diferencial se ha disefiado para que el alumno sea I;ur’\tgruwstj Y df_SJrhl-': SIS I1 abilid d"'r_"E -::l“ |=_ctl_- [
expresion oral y escrita, pues contiene abundantes ejercicios v prab
por el curso, relacionando la teoria con su entorno social

En el disefio de |la obra se reflejan mas de 40 afos de experiencia docente, en las cuales se ha puesto espedial
atencidn en aquellos temas que se le dificultan al alumno. Se ha utilizado un lenguaje claro para el alumno y el disefio
de la obra facllita el aprendizaje, ademas de la impresion a color, a fin de br ndar al alumno una abra gue lo llame a
trabajar.

Par todo lo anterior consideramos que este libro es un awxliar didactico para el docente y tl alumno en el trabajo
diario, ya que en &l se encontrard un gran apoyo, pues estd disefiado para que al alumno se le facilite el aprendizaje
durante el curso. Es una obra diferente donde se tratan los temas en forma dara y concisa sin perder el rigor matematico
que le permita abordar nuevos temas con facilidad.

Finalmente deseo agradecer a la Secretaria Académica v a la Comision de Operacion y Fomento de Actividades
Académicas del Instituto Politécnico Nacional

I'.‘II_'IT

El autar

Vi




Competencias

Con los contenidos vy la forma de trabajo se pretende coadyuvar al desamollo de las siguientes competencias.

Competencias genéricas

+ Se conoce y valora a sl mismo y aborda problemas v retos teniendo en cuenta los objetivos que persigue.
Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores, fortalezas y debilidades.
— ldentifica sus emociones, las maneja de manera constructiva y reconoce la |‘=ece5|d.a-.1 de solicitar apoyo ante
una situac ii.'lf'l gue |U 'E_"h"i-'-"
* Es sensible al arte y participa en la _prcc aqon e interpretadon de sus L_X,.rl esiones en distintos géneras.
Valora el arte como manifestacion de la belleza y expresion de ideas, sensaciones y emociones.
*  Escucha, interpreta y emite mensajes pr_-rtu‘&rﬁe::. en distintos contextos mediante la utilizacién de medios, cddigos
y herramientas apropiados.
— Aplica distintas estrategias comunicativas seglin quienes sean sus interlocutores, el contexto en el que se
encuentra y los objetivos que persigue.
Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos establecidos.
- "_I BUC T Istrucciones v Pff,-L&_L..[.'II:_, os f_ld manerg rel |E_‘>:I"..';'I, l:_':'_].’T'I[,.:'fE_"f'.l'_JIEf'."I(_l:’_'J COImo ﬁﬁl:_lr'_‘l uno (_!-E 5UE PAsas
contribuye al alcance de un objetivo
« Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.
Identifica las actividades que le resultan de menor y mayor interés y dificultad, reconociendo y controlando
nes frente a retos v obstaculos.

SLIS Teacs
Participa y colabora de manera efectiva en grupos diversos
= P?[];]‘:_:f'i'_'f maneras [lr‘ ‘uilll!i_l!_:'f'idl (] 4] [Jf[:l}lt‘lf'-d 0] ::f:'!.‘j,_':”[_].ln.' LIr f}f[]':.-'ir'"(_':_f' 2N U1, iJ":![!f'I:E-"IEJ‘._:' UM CUTS0 LjE'
accidn con pasos espediicos
d

— Aporta puntos de vista con apertura v considera los de otras personas de manera reflexiva.

Iy

Asume una actitud constructiva, congruente con los conoamientos y habilidades con los que cuenta dentro
de distintos equipos de trabajo

Competencias disciplinares:

Construye e interpreta modelos matemdticos mediante |a aplicacidn de procedimientos artméticos, algebraicos,

geométricos y vaniacionales, para la comprensién y andlisis de situaciones reales, hipotéticas o formales,
Formula y resuelve problemas mateméticos, aplicando diferentes enfogues.

+ Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matemaéticos v los constrasta con modelos
establecidos o situaciones reales,

« Argumenta |a solucidn obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos, analiticos o vanacionales,

mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las Tecnologias de la Informacidn y la Comunicacion.
. Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las magnitudes del espacio y las propiedades
fisicas de los objetos que lo rodean.
Interpreta tablas, grificas, mapas, diagramas vy textos con simbolos matematicos y cientificos.

Propdsitos de la asignatura

fJL'L—' el estudiante aprenda a identificar, utilizar y comprender los sisternas de representacion del cambio continuo y su
discretizacion numeérica con fines predictivos.




Introduccidn



APERTURA

Evaluacion diagnostica

9.

10.

El conjunto formado por {1, 2, 3, 4, ...} recibe el nombre de: ¢ 33
a) MNumeros naturales b1 MUmeros enteros
¢} Momeros racionales d) Numeros irracionales

El conjunto formado por @ = {x | x es de la forma a/b y b es

distinto de cero}, recibe el nombre de; { )
a) Mumeros naturales B) Numeros enteros
¢y MNameros racionales ) Mimeros iracionales

{Cudl de las siguientes propiedades no es propiedad de la igualdad? { )
g) Sisumamos a ambos miembros de la igualdad una cantidad, ls igualdad no se altera.

f iplicamos a ambos miembros de la ipualdad po a cantidad la 1gualdad se altera.

B} Simultiplicamos a ambos miembros de la igualdad por una cantidad la igualdad no se altera

c) Sirestamos a ambos miembros de la igualdad una cantidad la igualdad no se altera.

d)  Si dividimos a ambos miembros de la igualdad una cantidad la igualdad se altera.

Una cantidad puede ser mayor, menor o igual es la propiedad: .
a) Conmutativa by De cerradura ¢) Tncotomia d) Asociativa
; 1 s . : .
Si sumamos = a ambos miembros de |a desigualdad 5 = 3 la nueva desigualdad es: ( )
10 _ 6 5 B n_ 7 LT
al = £ > ) = — =
2 2 2 2 2 2 2 2 2
0
El resultado de |a operacion = li= ( )
6 7 p 2
a) - b'j . T Fa [
}g 4 e L
; = 5 :
El resultado de |a operacion gt Il - igual a: ( )
-
8 2 3
&y = By — £) —— ) —=
o = 4 5
Realiza la siguiente operacién: 2 + 3 x 6 = { )
a) 30 b) 20 c) 36 d) 45
Haz la siguiente operacion: 2(2 - 5x8) =3 = {( )
a2 B) -39 £) 45 d) =79
Despeja a x en la siguiente desigualdad: 2 + 3(4) = x - 3(6): (i )

g) 36 > x Byx<32 c) =4 = x d)x=32
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0

Tema integrador

Deduce y aprende
El frijol

Apertura de la actividad
Propésito: Desamollar las habilidades del alumno en problemas de aplicacion a
£asns reales.
Conocimientos previos:  Los tipos de frijol que existen en México
Los tipos de fertilizantes que se utilizan para el frijol
El proyecto se divide en dos etapas: La primera es la documental y 1a toma de datos
La segunda es |a presentacidn de la informacion del proyecto
La primera se realiza en |a primera parte y la segunda en la cuarta parte.
Desarrollo de la actividad

1. Se forman equipos de cinco alumnas.

2. Realizan su portafolio de evidencias, tomando fotos o videos o lo que conside

ren como testimonios de su trabajo

3. El proyecto consiste en la siembra de por lo menos cinco vasos con frijoles, los
que tendran diterentes condiclones de siembra, la cantidad de sol, la cantidad
de agua, terthizantes, variedad del frijol, misica, etc. Tales condiciongs las de-
Un;:r:ér‘. ESPECHIGEr pdara cada vaso

Cierre de la actividad

4. Cuando la planta empiece a crecer, se anotard los centimetros que crezca. Se
tomaran estas medidas dos veces cada dia a la misma hora (se deben tomar
fotos de las mediciones).

(&2 ]

Formen una tabla con los datos y tracen una grafica para cada vaso

6. Tomen en cuenta que si la planta no crece entonces se perderdn dos puntos por
cada vaso

1. Realicen una comparacion de los datos y establezcan la importancia de las
condiciones de cada siembra.

8. Representen graficamente los datos de cada una de 1as plantas

9, Se hard una presentacion del proyecto con uso de los medios electrénicos a

final de la cuarta parte,

Apertura Desarrollo

Cierre

« Formen cinco | » Formen su portafolio de evidencias.

AIUMnnS

equipos  de

Analicen la informacion obtenida de
investigacicn.

« lean la secuencia diddctica
gue se plantea.
» [Diserien los instrumentos para agrupar
informacion que se requiera

(=}

d

Escriban en el cuadernc el analisis que hi-
cieron sobre la situacidn didactica
Tracen un mapa mental.

Rea

med

e |<'I oma Zl!,! i,:H|-ZI'i, IIJ["H:N|'Z:I"I|IZ' Bn
el crecimiento de la planta dos veces
al dia a la misma hora




Apertura

Desarrollo

INTRODUCCION W

Cierre

e Analicen la actividad que s | »
plantea

1zar la

Discutan en equipo la forma de rea
Investigacion documenta

En equipo discutan los tipos de frijoles que
semoraran.

Discutan en equipo como realizardn las ac-
tividades para la siembra de los frijoles

En equipo discutan las condiciones del

expenmento.

Analicen la importancia de realizar este tipn

de proyectos y anaten sus conclusiones

Determinen los instrumentos de presenta-
citn grafica.

Recuerden incluirlos en la presentacion de

la informacicn.

Elaboren una tabla con los datos obtenidos:
dia/hora, crecimiento.

Realicen una comparacion del crecimiento
de cada una de las plantas v establezcan
las causas de estas diferencias.

fracen una grafica del crecimiento de cada
una e kas p antas

Realicen una presentacion del proyecto, en
el que se incluyan las evidencias formula
das al utilizar fotografias, video, etcétera,

Anoten sus conclusiones,

Rubrica para evaluar |la secuencia didactica del tema integrador

Actividad: Documento

Instrumento: Ribrica

Aspecto a
evaluar

Excelente
(4

Bueno

(3)

Satisfactorio
(2)

Deficiente
(1)

Analisis de
la situacion
didactica

Desarrollo
del tema
integrador

Presentacion
de resultados

Realiza una investigacian
completa de la situacion.

Hay orden en los
contenidos, los
argumentos que
presenta estan bisn
fundamentados y
sus conclusiones son
correctas

Realiza una presentacion
por escrito de la
nformacian por

medio de graficas, sus
conclusiones son claras.
Presenta los datos de las
cirica plantas de frijol.

Healiza una investigacion
clara y convincente.

Hay orden en los
contenidos, los
argumentos que
presenta estan hien
fundamentados. Sus
conclusiones no son
Correctas

Realiza una presentacion
por escrito de la
nformacion par

medin de graficas,

sus conclusiones son
escasas. Presenta par

o menos los datos de
cuatre plantas de fripol.

La investigacion no es
clara y sdlo se presentan

recortes de paginas wab.

Mo hay arden en

s cantenidos, fos
argumentos que
presenta estan bien
fundamentados, Sus
conclusiongs no son
correctas

Realiza una presentaciin
por escri

informacian par
medic de graficas, sus
conclusionss no son
claras. Presenta por lo
menos datos de tres
plantas de frijol

La investigacion es
ceficiente y no aporta
conocimientos claros

Mo hay arden en

|os contenidos, los
argumentos que
presenta ng estan bien
fundamentados. No tieng
conclusionas

Healiza una presentacion
por escrito de 1a
infomacidn par

medio de graficas,

sus conclusiones no

son claras. Presenta

los datos de dos 0 menos
plantas de njo




4

| CALCULO DIFERENCIAL

Ribrica para evaluar la secuencia didactica del tema integrador

Actividad: Exposicion

Instrumento: Ribrica

Valor: 40

Criterios

Estindares

Presentacion

Cualidades de la
expresion oral

Tiempo

Material de apoyo

Uestaca su organizacion vy
camprensidn del provecto. La
expasicion fue clara. El grupo
sigmpre se intereso por el tema.

Valor: 15 puntos.

Correcta diccidn, volumen
adecuado; establecid contacto
visual con el grupo; empled
corectamente el lenguaje
kinésico y proyectd confianza. No
ncurrit en el uso de muletillas

Valor: 15 puntos.

Durd el tiempo asignado.

Valor: 5 puntos.

Presentd lengquaje iconico

para reforzar lo expresado
varbalmente. El material comtuvo
palabras acordes al nivel de
receptor y ortografia. Colocd
solamente los datos relevantes.

Valor: 5 puntos.

Fue adecuada v con cierta
organizacion. El grupe pudo
entender |a mayar parte de lo qua
sa dijo.

Valor: B puntos.

Demostrd poca confianza ya gue
evitaba el contacto visual con

el grupo. Empled comectaments
el lenguaje kinésico.
Oreasionalmente ust muletillas. El

valurmen fue adecusdo

Valar: 8 puntos

Durd aproximadaments el tiempo
asignadn

Valor: 3 puntos.

Pres
el material estuvo recargado
da informacion. Tuvo errores
ortograficos. Contuvo palabras
acordes al nivel del receptor.

entd lenguaje icdnico, pero

Valor: 3 puntos.

Presentacion mal preparada.
Informacidn desorganizada e
incompleta. El grupo no presto
atencion a |a exposicion

Valor. 4 puntos,

Demaostrd insequridad, empled
muletillas; vsd un volumen bajo
de 3 voz v no e observi control
del lenguaje kinésico

Valor: 4 puntos,

La presentacian fue muy breve o
My extensa.

Valor: 1 punto.

Presentd matarial con ausencia de
lenguaje iconico. Contuvo errores
ortograficos y descuidd el nivel
Oel receptor.

Valor: 1 punto.

Oue el estudiante relacione conocimientos de diversas disciplinas (sistemas y reglas o principios medulares) para estructurar ideas, argu-
mentos y crear modelos que solucionen problemas surgidos de la actividad humana, tales como la distribucidn ineguitativa de los recursos
econdmicas v la propagacidn rapida de enfermedades, entre otros; asi como de fendmenos naturales (cambio climatico, contaminacidn
por emision de gases, etc ), aplicando el razonamiento, el andlisis @ interpretacion de procesos infinitos que involucren razones de camiio

I i iy o
s SN
JUILNE A GG

« Hasicamente FeCUpeEranas conocimientos Que utilizaremos en este curso v 1os cuales consideramos Que son I":[JIZ'TE-E‘I'I|I§_:H

[} Taa] —_ P
dia UG LE
i
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) Te sen

iar

Para poder expresar en forma simbdlica los elementos de una funcidn




Cuando el tempo pase y 10 me olvides,

e

silenciosd vivieds en mi; po

fent
[Lee e}

oenumbra de mis pensa THENIDS,

o recusrdos e hablardn de t

Gustavo Adolfo Bécquer

DESARROLLO

Introduccian

i Ao

nartiira da la artividad
Apertira de g actiividad

A

a U

i
2 L

10N

Are n circulo, método de exhauc

Propdésito: El alumno determinaré el drea de un circulo utilizando poligonos inscritos.

Conocimientos previos: Area del clrculo, drea de un poligono.

Pt = e

escuadras

Material: luego de

« Colores

= Compas
» Hojas blancas

= Transportador
» Calculadora centifica

1. Se forman equipos de cinco alumnos,

Cada alumno traza una drcunferencia de 5 cm de radio en una hoja.

Cada alumno divide su circunferencia en cuatro partes iguales y traza el poligono, como
en la figura de la derecha.

llumina de color azul la regién entre el poligono v la circunferencia.

{Son iguales los angulos centrales que se obtienen de dividir la drcunferencia?
miden grados sexagesimales, o radianes.

Traza una perpendicular a uno de los lados que pase por el centro de la circunferendia o
bisectriz del angula (ver figura de la derecha).

Los angulos centrales que se obtuvieron con la bisectriz miden

En el dangule donde se trazd la bisectriz se forman dos tridngulos iguales, iluminalos de
diferente color. De uno de ellos vamos a conocer su altura o apotema que es uno de los
catetos y lo llamaremos “a", el otro cateto es la mitad del lado de la base del triangulo, lo
Harmaremos 5"

Para calcular g procedemos asi: buscamos una funcan gue relacione el dangulo, la hipo-
tenusa v el cateto adyacente; recuerda que el valor de r = 5.

) . a

La funcidn es: Cos 45° = —
r

de donde: g =5 cos 45°

INTRODUCCION W

Gustavo Adolfo Bécquer
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4

Realiza lo mismo para b. La funcidn es;

Cespejamos b =

Pero coma b es la mitad del lado del paligonag, el lado mide 2 b = . Ahora calculemios el drea (A)
del tridngulo, que es la mitad del producto de la base por la altura.

e

Como son cuatro thiangulos el drea se multiplica por cuatro.
Area del cuadrado:

Cada alumno traza una crcunferencia de radio r = 5 cm y dentro de ella traza un poligono inscrito segun la regla
siguiente:

el alumno 1: traza un poligono de tres lados, el alumno 4; uno de seis lados v
el alumno 2: un poligono de ocho lados, el alumno 5: otro de nueve lados.
el alumno 3: un poligono de dnco lados,
11. llumina el drea entre el circulo v el poligono.
12. Cada alumno calcula el drea del poligono lo mas exacto que se pueda y anota su valor en la tabla siguiente.
Lados n Area Lados n Area Lados n Area
3 5 g
4 b 3
13. Cada alumno traza una circunferencia de radio r = 5 cm y dentro de ella un poligono inscrito, utilizando la tabla
sigliente para aproximarse al drea de la drcunferencia.
el alumno 1: traza un poligono de 10 lados, el alumno 4: uno de 20 lados y
el alumno 2: un poligono de 12, el alumno 5: otro de 25 lados.
el alumno 3: uno de 15,
14. Cada alumne calcula el drea del poligono que le tocd.
15. Todos los alumnos concentran su informacién v la organizan.
Lados = Area inscrita ard — areas inscritas) = error Lados Area inscrita |t — Areas inscritas| = error
10 20
12 75
15
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16. Calcula el drea de la circunferencia de radio r = 4 cm (drea = r *) y compéarala con los resultados que has ob-
tenido.

drea del dreulo (mr) =
Determina la magnitud del emor que se tiene realizando la operacion siguiente:
| # — drea del poligono| =
Anota tus valores en la columna comespondiente de la tabla anterior.
El valor absoluto nos indica que tan lejos nos encontramos del valor verdadero del area.

17. 5i el ndmero de lados del poligono es muy grande, icomo serd el area del poligono comparada con el drea del
circu

lo?

En el poligono se utilizan las siguientes fdmulas para determinar el valor de los catetos del tridngulo que se forma al
trazar la bisectriz.

; 3 P ] . : 180
El cateto opuesto b se determina utilizando la siguiente relacion: b = rsen

; ; 180"
v la altura g con |a siguiente: g = roos-
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0

Analicemnos lo que sucede cuando n tiende a ser muy grande, daremos valores a n para obtener el valor de las férmulas
anteriores, en ambos casos utiliza la calculadora para realizar los cilcules. Ordena la informacian en la siguiente tabla (el

radio r es el mismo que se utilizd para trazar la circunferencia).

n b = rsen (180°%/n) a=rcos {180°/n) 1 b=rsen (180°/m) a=rcos (180°/n

3 100000
10 1000000
100 10040 000
1000 100000000
10000 1000000000

Observa los valores que anotaste en la tabla, cuando n tiende a ser muy grande (se dice que tiende a infinita ==) &
tiende a tomar el valor geomeétncamente 20 representa y tiende a ser , 0 5E],
casi

Para el caso de g cuando n tiende a ser muy grande (se dice que tiende a infimito ==} el valor de a tiende a tomar el
valar de _ _, geométricamente g representa _ y tiende a ser _ ,oosea es el valor del radia,
Para escribir esto en lenguaje matematico se utiliza una idea gue surgid entre 1664 y 1666 desarrollada por New-
ton v Leibniz.
im b = lim rsen .l 80 d

----- ot on .

Que se lee: El limite cuando n tiende a infinito de b es igual al limite cuando n tiende a infinito de r seno de 180° entre .
Para el caso de g, exprésalo utilizando la idea de limite:

Nomeros reales (R)

Las ndmeros reales constan de varios conjuntos, los cuales veremaos cdmo se encuentran formados o sea qué elemen-
tos los constituyen.

Mameros naturales (B, Son los nameros 1, 2, 3, 4, 5, .. v s& representan por 1a letra M (los tres puntos indican
que contindan en forma infinita).

| | ] | | ] | ] | |-
o T | I | T T | T T T ] |
1 P £ 4 3

Numeros enteros (). Estos nimeros, que se representan con la letra Z, se forman por los nimeros naturales, los
simétricos de éstos (que son los nlmeros negativos) y el cero (que representa la ausenda de unidades, por lo que
carece de signo).

Negativos Cero Positivos
T S, - 0 1 2 3 4

A
Y

10
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. donde b es distinto de cero.
o]

iita penddica.

kg

Miomeros racionales (7). Es la razdn que existe entre dos numeros enteros

Mota: Todo niimero racional tiene una forma de representacian decimal infir

!_- Ejemplo
] «— numerador
b« denominador

Loz siguientes nomeras son racionales de la forma —
2
4

wn

dorentre el denominador,

acionzles de |a forma decimal periddica infinita. Se abtienen dividiendo el numera
0.542727...

P Eiemplo
0.3333...

Log siguientes nimerns son r
0.250..

Mimeros iracionales (T). Es una representacion decimal infinita no periddica.

l': Ejemplo
| e e | - - -
o 2 =1.41473567 5 = 1732050808 r=3.1415926054. e=7Z 718781828, ..

\ todas estas seties de nlimeros (conjuntos) se les conoce como ndmeros complejos y los representamos gréfica

mente asi:
Mumeros complejos

_-— B
MOmeros Mumeros
imaginarios reales
.--"----’ﬁ------\"'-- —
F B
Numeras Mameras
irracionales racionales
Mumeros
EMleros
1
MNdmeros

naturabes

11
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4

Ejercicio

LW
[_wt)

Investiga como naceron los numeros,

Line con una linea continua a los nimeras que se asocien en el grupo mas adec

cada grupo.

45657812 .

—_ 1 Q
| = A

3.666...

: 457397...
J —49

45

L8 |

-6 1.4142 .

Ln

25

y 81

~y 49

Vv 49

Interualos y desigualdades

nos indica gue los extremos no se incluyen y por ello se utilizan crcunterencias.

. J8

e utilizan los extremos de ésta para indicar su longitud y

Abiertos, cuando los extremos no se incluyen y se utilizan los paréntesis para esc

1ado, Usa un color diferente para

123

L

1.15436343434..,

E=d

| =

J-49

[f'l.i'l_"d 20 5Er

ribirlos. Bl intervalo abierto (2, 7),

Y =

Cermados, cuando los extremos se incluyen v se utilizan los corchetes para escribirlos. El intervalo cerrado [2, 71,

'f':(_ll(:::l gl i:'_]‘_- extremos se f'l(_E-,_I",-'li_‘:"l ¥ DOr .‘_:“i_': <) L|;|I|-:'|j” circulos.

12

nos
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A
Y

Semiabiertos o semicemados son una combinacion de intervalos abiertos v cerrados. Sean los intervalos (2, 7] o bien [2, 7)

- | ——— - e - 4 2 )

Los intervalos pueden tender a infinito por lo que ese valor es abierto.

(=2, 7)

A
i -
¥

A
.
L

(2, )

que (<). La forma de resolver una desigualdad lineal es el mismo que se utiliza para resolver
las ecuaciones lineales, excepto cuando se multiplica o dvide por un ndmero negativo, ya que
cuando se realiza esta acaon la desigualdad se invierte. Hay ocasiones en las cuales se puede
usar el mavyor o igual que (=) o menar o igual que (=).
Fara resolver inecuacones es necesario aplicar las propiedades de las desigualdades.
Sia=bya, bycsonnumeros reales se cumplen las siguientes propiedades donde el signo
de la de

1. Sig>b entonces g+cxb+r Prapiedad para la suma
2. Siag=b entonces d-c=b-¢c Propiedad para la diferencia

3. Sig=bentonces gcxbi Sices=0 Propiedad para el producto

13
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4. Sia=b entonces ey Sics0

Propiedades donde el signo de la desigualdad se altera:

5. Siaz=b entonces gcebc Sices<0
- [
- [ 8 e _
6. 5 g =D entonces - < Sices<l
C [

Observa que en los puntos 5 y & la desigualdad se invirtid.
1 ) Ejlemplos

Si usamos nimeros tenemos que:

1. S 16=8 entonces 6+6=84+6
5 16>8 entonces E-6=8-6

Si 16=8 entonces l6xb=8x6

= 16 . B
4. 5 16>=8 entonces — 3
B 6

Observa que el sentido de la desigualdad no cambié, pera en los siguientes ejemnplos si sucede, ya que se multiplica

o divide por un numera negativo.

Propiedad para el cociente

Propiedad para el producto

Propiedad para el cociente

o] et e

5. 5i 16 » 8, entonces 16(-6) < B(-6), la desigualdad se invierte: -96 < —48

16

. 8 . :
6. 5 16 > B, entonces — > = la desigualdad se invierte: -2.66... < -1.33...

(] o]

Estas propiedades se cumplen en la misma forma cuando g < b.

1 ) Ejemplo
Resuelve la desigualdad 2x - 5 = 3.
Solucion
Sumamas 5 a cada miembro de la desigualdad:

¥ realizamos operaciones:

Dividimos ambos miembros de la desigualdad entre 2:

La solucidn es entonces el segmento formado por todas las x = 4, se encuentra al lado derecho de 4 y el extremo

no se incluye,

2i—5=3

2A=5+5>3+5

Y

Este segmento o intervalo de recta lo podemaos escribir comao (4, ==).

14
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[

1. Resuelve la desigualdad 4x -

j )} Ejemplos
1. Resuelve la desigualdad: 8 — 2x > 4.

Solucion

INTRODUCCION W

B—2x =4
Sumamos —8 a cada miembro de la desigualdad: B-2x-8>4-8
-2 = =4
Dividimos ambos miembros de la desigualdad entre -2 X7
Por ser un divisor negativo |a desigualdad se invierte.
2. En forma de intervalo (—s=, 2):
X
= e ; ; | -
|

%! Ejercicio
Lol

Resuelve la desigualdad 18 — 2x = 4.

,] } Ejemplos
1. Resuelve la desigualdad 4x — 2 = 8x — 2.

Solucion

Utilicernos el lado izquierdo de la desigualdad para acumular las x.

dx -2 =812
Restarnos 4% a ambos lados de la desigualdad: A —F — Ay By — 2 — dx
Operamos; 2mdy— 32
Sumamos 2: 0= d4x
Dividimos entre 4; 0=x
2. En forma de intervalo (—=ee, O):
X
= % ’ : e
7 & 5 4 3 2 1 1] 1 2

15
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4

\f Ejercicios
l. Resuelve la desigualdad 5x - 3 > Bx - 6.
Il. Resuelve las siguientes desigualdades, representa el resultado en forma gréfica y utilizando
valos,
1. 2x—3<4 6 1 G
B. X S 25 % 3 16, —x'— & =
.__,i _,{ .-'I
2. Bx+2>=4
9. ¥x—4>2%+3 .
14 2 + 2 <
3. x=5=5 2 A=A
10. 4x + > 6y =1 35X %
D
4, Bx+ 4 =7 & 1
1. 4x-3 <5 |1: At
= . 5 5
mives SEae 12 x-4>5
5 19. d4x -5 = 6x
6. —x-53>4 13. Bx—5=<-3
: 20, 4x -2 > 8x
14. 4x-739
4 ]
ko eres <l 15. 9%+ 5> -6
valo r_:L_]hUL,Tx_.' en ecuaciones de primer grado

Recordemos la definicidn de valor absoluto en los ndmeros enteraos,

Cuando trabajamos con el valor absoluto encontramos tres
que un cierto valor p. Dicha propiedad recibe el nombre de tricotomia

En simbolos tenemos:

Caso [l

Caso il

x| =p

X <p

Caso |
Analicernos x=p

Six = 5, escibimos gque el valor absoluto de 5 es 5 |5/ =5
Six=

5, escribimos que el valor absoluto de -5 es 5 Bl=5

la notacion de inter-

£

| i

+ 5

situaciones: que el valor abscluto sea igual, mayor o menor

Por eso sabemos que, si el valor absoluto de x es 5, entonces x toma los valores de -5 y 5. En simbolos tenemos:

|x

Entonces:

16
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Esto nos lleva a decir en general que el valor absoluto de x es p, entonces x = p 0 x = —p, en simbolos.

|.Ji. = ||'.:|
Entonces: X=p QO N=—5
PP Eiemplo
Resuelve la siguiente ecuacion: |x — 2| = 5.
Usando la definicidn anterior tenemos que;
Xx=2=5 a ¥=2=-5
x=5+12 8] K= =542
x=7 =] f=-3

A confinuacion se comprueba si los resultades obtenidos son correctos, esto se
regliza sustituyendo el valor obtenido en |a ecuacion dada.

[7=2|=5 [=3=2]=5

Par lo que los dos resultados obtenidos son comectos.

M! Ejercicio

Resuelve la siguiente ecuacion: |x = 3| =7.

$# Eiempio
Resuelve la siguiente ecuacion: |x + 2| = 3.

Mediante la definicidn de valor absoluto tenemos:

k+2=3 o x+2=-3
¥=8-2 ] S
K= o ¥==5
Comprobacidn: [1+2|=3 -5 +2|=3

A la ralz cuadrada de un nimero elevado al cuadrado se define como el valor absoluto del ndmera. En simbolos:

Jx2 = I

por lo que la ecuaadn =9

La podemos resolver como sigue (justifica cada paso) '-.,'.;'_ = /9
x| =3

Entonces: ¥=73 0 =3

17
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Af Ejercicios
Soluciona las siguientes ecuadones.
1. k=3 3
2. k+42|=3 6. x|=2
3. k—4|=3 7
8

3, [x+6|=6

Caso ll
Defimicion: Si

=0, enioNCes X > D o X < =0,

El conective "o” indica que una de las dos puede suceder.

1 ) Ejemplo
\eamos como se resuelve |a siguiente inecuacion: |x — 2| = 5.
Usando la definiadn antenor tenemos que:
xX=2=5 0

Al despejar a x: X=5+72 o

Grédficamente tenemos que;

x<-=5+2

—16 —-14 -12 -10 -8 6 —4 ¥ 0 2 M 12 14 16
Efertda la comprobacion.
1 Ejemplo
Resuelve |a siguiente inecuadon: |x + 2| = 3.
Usando la definicddn de valor absoluto tenemos;
X+2>=3 0 ¥+ 23
x> 8] <=5
Representa el resultado graficamente.
< | >

18
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% Ejercicio
-y

Resuelve la siguiente inecuacion: |x — 5| > 4.

j )} Ejemplo
Resuelve la siguiente inecuacion: |k — 4] + 5= 7.
Despejamos al valor absoluto (dejemos solo), en un miembro de la igualdad, al valor absoluto:
f—d|=7 -5
=4 > 2
Usa la definicidn: ¥—-d4=2 0 A B,
¥=6 0 Xl 2

Representa el resultado graficamente.

el | i | b 4 I ] & il
T | T T i T T

ol
L)

-1 -1 12 10 8 6 4 -2 0 2 4 & 8 1 12 14 18
Efectia la comprobacion.

J Ejemplo
Resuelve la siguiente inecuacion: [2x — 4| + 5 > 7.

Despejemnos al valor absoluto, [2x=4| =7 =5

Usa la definicidn; 2w =47 0 2% =4 P

i

=B 0 M2
=3 o X<l

Representa el resultado graficamente.

Efectia la comprobacion.

N Ejercicio
Lo

Soluciona la siguiente inecuacion: |2x— 2| +3 = 11.

19
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1 Eiemplos
1. Resuelve la siguiente inecuacion: |x + 2| > =3,

Solucion
Usa la definicidn de valor absoluto y tenemos:

¥+2>-3 o ¥+ 2 < —(=3)
N>=3-2 o H<3=2

X ==5 0 Xime

Representa el resultado graficamente.

Las soluciones obtenidas son de la inecuacion, ya que se pregunta cudndo el valor absoluto es mayor que -3
¥ eso siempre sucede

2. Resuelve la siguiente desigualdad: ¥i=T14=11

x“=11+14

X+ =25

Entonces: b 0 k<=5

A

X! Ejercicio

Resuelve las siguientes desigualdades

| >3 12, |2x—4|> 35 23, k—3|+3>24

I >9 13, |3x—7|> -84 24, k+7|-8>95

| > -8 14, |8x=15/-4 =29 25. = 15/-14 =48
[kl =0 15. k| =7 26. |6y = 3| = 66
lk+4]>13 16. x| > 15 27. |4x - 5| >-99

17. |x] =—28 28. [7x-14|-8=> 16
Ik + 6] = 46 18. x| > X 29. || > 28

Ik — 10| > 55 19. k+2|>4 30. x| > 92
=4]+2 >33 20. [k=2|>5 31. x| > -84

P+ 8] =7=55 21. k+9>9 32. [x| = 540

22, k=13|>13 33. 3=6x|=2> 10

O W o g ;WU R W N
=
|
b
£

_.
=
s
L
¥
e

20
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Cefinicdn: 5i |« < p, entonces: x < p y x > —p. Esta definicion |a aplicaremos usando las propiedades de la desigualdad.

El conectivo *y" indica que las dos condiciones se deben de cumplir

1 ) Ejemplo

.

Veamios como se resuelve la siguiente inecuacion: [r— 2| < 5.

Solucidn
Usando la definicidn anterior tenemos que:

A
<

¥

A
L
t
Pt
—

X

Fa
~.]
g

Representa el resultado graficamente.

I
¥=-5
X==3

Observa gue la solucién es donde se montan las gréficas en el intervalo (-3, 7).

Ejemplo
Resuelve la siguiente inecuacion: jx + 2| < 3

Solucidn
Usa la definicion de valor absoluto y tenemos:

X423 y A
X ] 'l X>=5
Representa gréficamente.
X
|
<+ ' =5 i o
. J
=& ~14 =12 =10 -4 -6 A4 =2 0 2 4 G 8 1MW 12 14 1a8

Las gue cumplen con la condicién son las x que estdn entre -5 y 1 en forma de intervalo (=5, 1),

Efectia la comprobacion.

21
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Ejemplo

Resuelve la siguiente inecuacion: [y — 4|+ 5« 7.

Dejamos solo, en un miembro de la igualdad, al valor absoluto.

k—4]<7 =5
k=4 <2
Usa la definicign: x—-4<2 ¥ XA—4>-2
X< b y X2

Representa el resultado graficamente.

Efectua la comprobacidn.

Ejercicio

Soluciona la siguiente inecuacion: |x — 6| +9 < 12,

Ejermplo

Resuelve la siguiente inecuadion: |[2x— 4]+ 5< 7.

Dejemos solo, en un miembro de la igualdad, al valor absoluto:

Lsa la definician;

Efectia la comprobacion analitica y graficamente.

Ejercicio

Resuelve la siguiente inecuacidn: |3x — 6]+ 9 < 27.

Ejemplo

Soluciona la siguiente inecuacion: |x + 2| < =3,

Vernos por simple inspecdidn, no se cumplird la definicion de valor absoluto.

{Por qué?

22
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Ejercicios

Resuelve las siguientes ecuaciones y desigualdades.

—_—

4
I —
[ +
Ir_-l-
¥ +

L

N L B

=3 11. I
| =9 12. =9 22. (<9
K| =

=

=5 21. 5] =3

-8 13. x|=-8 23, [xj=-8

0 14, |x|>0 24, k] <0

Bl = 15. |2x + 158| >3 25. |3x+158|+6<3
Bl=7 16. [2x—5|=9 26. |3x—1BB|+5<1
17 |3x+3]|=2 27 [4x+ 14| -6 <3
68| =3 18. |3x+ 18> 3 28. |4x + 45
Sl=73 19. [4x+ 23| =3 29. |Sx+6
55| =3 20. [4x + 35|> 3 30, |Sx+37|-8<20

|
L5

L=

Al
4| =

ACTIVIDAD FORMATIVA CON TIC

Lee el articulo que aparece en el siguiente link:

http:/ Ao fea.unl ediar/Intdef/Histarial htm

1. Lee el articula v escribe las palabras que no entiendas, busca su significado.

Z. Contesta las preguntas que se plantean

al

} iCudndo nace el calculo diferencial?

iCudl es el tema central del articulo?

i quignes se les considera los inventeres del célculo diferencial?

Audles fueron los cuatro problemas cientificos para el cual fue desarrollado el calculo et s T
cial? :

iCudles fueron los enfogues del trabajo de Gottfried Wilhelm Leibniz?
¢Cuales fueron los enfogues del trabajo de Issac Newton? #3

iCuales fueron las contribuciones de los hermanos Bemoulli?

MNombra los discipulos de Newton y de Leibniz, a
i

: ; :n i
iQuign define el término funcidn? ;

23




Resuelve las siguientes desigualdades.

1.

10.

1] =

12,

13.

14.

15.

16.

18.

0,

EVALUACION SUMATIVA

tdE T =S

Brt+4x+ 4 =36

. l::)i —4:] I',:).'-r _,{_,I“*U

x—3)x+2)<0

2 —
== 0
(x = 1)

S
T = U
[x + 2]
|;r LAl e 5

k=2x+1)=0

k=9x+1D=>0

24

CALCULO DIFERENCIAL



1. AUTOEVALUACION

Aspecto a eualuar

Eucelente

Regular

Realice los ejercicios
correctamente

Trabajé en equipo

Actividad integradora
(ver puntaje)

Lectura

Trabajo extraclase

Mas de 30%
Valor: 15 puntos
Mas de 30%
Valor: 15 puntos

Valar: 10 puntos

':_:I,Ilf 1 ij."'IZ:I'Z||'if"il":f".L,E
mas de 90% de las
preguntas

Valor: & puntos

Realicé todas las tarsas

Valor: 5 puntos

Entre B0 y B3%

Valor: 11 puntos

Entre 80 y B3%

Valor: 11 punitos

Valor: 7 puntos
Contesté correctamente
entre B0 v B%% de las
Valor: 4 puntos

Realicé B0% de las

Valor: 4 puntos

Entre 70 y 79%
Valor: 7 puntos
Entre 70 y 73%

Valor: 7 puntos
Valor: 4 puntos
Contesté correctamente

entre 70 v 79% de las
preguntas

Yalor: 3 pumos

Realicé 60% de las
lareas

Valor: 3 puntos

Suma de puntos por
columna

Total de las columnas

De 45 a 50 puntos

De 40 a 44 puntos

De 35 a 39 puntos

2. AUTOEVALUACION DIS

Revisa la actividad. Contesta el dominio que tienes de los siguientes conceptos,

Concepto

Lo domino

j0ué conjuntos forman los ndmeros reales?

i Oué es un intervalo?

iPara qué nos sirven las intervalos?

iCudles son las propiedades de las desigualdades?

INTRODUCCION W

Satisfactorio
Menos de 70%
Valor: 3 puntos
Menos de 70°

Valar: 3 puntos
Valar; 2 puntos

b cormectamente

Valor: 2 puntos

Realicé 50% de las

Valor: 2 puntos

Menos de 35 puntos

Mo lo domino






FPRIMERA PARTE

A continuacion se presentan los elementos que definen el trabajo que vamos a realizar en este Eje.

Componentes

Cambio y prediccion; elementos del Calculo,

Contenido central

Conceptos basicos de sistemas de coordenadas,

orientacion y posicion, Introduccion a las funciones
algebraicas y elementos de las funciones trascendentes
glemantales.

Contenidos especificos

12

El tratamiento de las representaciones del cambio en dis-
tintos contextos. Tablas, graficas, texto, expresion oral,
movimiento fisico, funciones y derivadas. ;Como repre-
sento el cambio? jPuedo representar mi posicion en una
grafica dependients del tiempo? j0ué es el cambio y qué la
variacitn?

Intervalos de monotonfa, funciones crecientes y decrecien-
tes. ¢5i una funcidn pasa de crecer a decrecer hay un punto
maximoe en el medio? jAl revés, un punto minimo? ;Asi
se comporta la temperatura en mi-ciudad durante todo gl
dia?

APERTURA

Evaluacién diagnostica

b) No esta definida

¢) Infinito

fAprendizajes esperados

Caracteriza a las funciones algebraicas y las funciones
trascendentes coma herramientas de prediceion, dtiles en
una diversidad de modelos para el estudio del cambio.
Construye v analiza sucesiones numéricas v reconoce los
patranes de crecimiento v de decrecimiento,

Analiza las regicnes de crecimiento v decrecimiento de una
funcicn.

Productos esperados

Representar el cambio numérico de patrones de crecimiento
en tablas y graficas.

Predecir la situacion Gptima de un fenémeno de cambio del
tipa no lineal y parabdlico.

Establecer conjeturas del tipe, jcomo serdn las sumas de
funciones crecientes?
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; : 6 |
4. Resuelve la siguiente desigualdad: —x + — >
- e

e
e |

18 _ 25
(o3 e S B x » — Chx > =
15 18 B

5. Una solucidn de la siguiente desigualdad: |7x — 14| - 8 = 16 es:

\ 38 : 38
a) x = o= B e e C) K=

J ]
. . ) { i | X
6. Sih es distinto de cero entonces el resultado de
a)x £) 1 ) h

s (x + X
7. Sih es cero entonces el resultado de - - es:

ayx b1 clh

-
o
SR
e | —

8. Sih es distinto de cero entonces el resultado de -

—1 : 1
ay ———r- gy 1 C) —
: J‘!IT): -+ I"I'I :I :I X

9. Una solucidn de la desigualdad |7x + 3| - 8 < 16 es:

T i
a8 . 7

Q)X — byx <« — Clx<3
7 38

10. El niimero s pertenece al conjunto de los ndimeros:

)} Maturales &) Enteros c) Racionales

28
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Tema integrador

Deduce y aprende
El problema de |a caja

Apertura de la actividad

Proposito: Analiza un problema donde se busca un valor maxima

Requisitos teoricos: Calculo de volumen de un paralelepipedo

Equipo y material: = [

Hrl

1 * Juego de escuadras e Tijeras

¢ (inta adhesiva transparente

* Hojas de papal bond
Desarrollo de la actividad

1. Se forman equipos de cinco alumnos. Cada miembre del equipo se designa con

3

de i{_;l,!il! lamana en las esquinas y doblando las Calas para formar los lados, de

acuerdo con el dibujo y t iquientes

Alumno Valor de x

e

' I ey
1 ¥] W I_II + ey T =
X
] 4 em i =
L

E 5Cm

4, El volumen de la caja para cierto valor de x serd =

5. Cada alumno calcula el volumen de la caja que construyd v llena la tabla siguiente

Alumno Valor de x

‘olumen

A 1cm

B Zcm

o’
£

i’

G. tirl-_'i,iif alumno tiene la Cajd Con mayar yolumen?

£

.

29
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1 CALCULO DIFERENCIAL
A

i=era &sta la de mayor volumen qu ada construir?

Probemos construyendo una cajacon x= 2.5 cmy calculernos su volumen =

Serd ésta la de mayor volumen que se pueda construir?

. Entre todos fos alumnos construyen y calculan el valumen de una caja con x=6

iCuanto vale ¥ para x=17
iCudnio vale para x=10?
iEs posible gue x> 67 jPor qué? _

iEs posible que k< 07 ; Por gué?

(Quiza debemos prabar con otros muchos valores de x para calcular los comespondientes valores de ¥ j pero nos ayudarfa esto a encontrar

el volumen maximo?

Ya que el nimero de valores posibles para x es infinito no es posible que probemos tados v por %
”

tanto, siempre existe la posibilidad de gue dejemos fuera el valar buscado; aungue encontremos A P
el valor correcto no tendriamos la certeza de gue lo encontramaos. En efecto, para saber que - / / .-.CIH" .1’":

un volumen es méximo, es necesario compararlo con todos los demds posibles; como hay un \ “!I o \{'
nimere infinito de ellos, es imposible llevar a cabo esta comparacicn. Por [0 anterior, debe resul- ol AN

-
tar claro gue necesitamos un método distinto para encontrar el valor de x gue hace que el volumen . % ‘_"
Sea maximo.

Traza la gréfica de la funcidn del volumen e indica si ésta te senviria para determinar el punto més alto en el intervalo. (Cdmo le
|lamarias a ese punto?

Cierre de la actividad

9

10

Utiliza una caja de cerillos sin tapa y comprueba si estd hecha utilizando el método de mdximos y minimaos,
Determina gué temas se trataron en esta secuencia de E[."fE!]:ji.-’.E_E.

Apertura Desarrollo Cierre

Farmen equipos de cineo = Formen su portaf = [Ezcriban en el cuademao el analisis qua
alumnos hicieron sobre la situacion didactica

Lean la secuencia diddctica » [isefien los instrumentos para agrupar 1a » Tracen un mapa mental.

que se plantea, informacidn que se requiers, . ;
R AR EHBARELI, e e 2 = [iscutan en equipe la farma en gue

= Enequipo discutan las formas de como arganizardn gl trabajo para resolver el
solucionar los problemas sequndo problema, para allo consideran

solo la caja sin tapa.
» Enequipo contesten las preaguntas que se Sl ]

plantean * [raza una gréfica de |a ecuacidn de

) - . - volumen de la caja
» (ada alumno del equipo construye su caja

Analicen la actividad = Analicen la importancia de realizar e Tomen Totos del trabajo realizado v
planteada, este tipo de provectos; anoten sus anéxenlas a su portafolio de evidencias
conclusiones

*  Anoten sus conclusiones,
« [leterminen los instrumentos de
presentacidn grafica

* Recuerden incluirlos en la presentacitn de
|3 informacion.
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Rubrica para evaluar la secuencia didactica del tema integrador

Actividad: Documenta

Instrumento: Ribrica

Aspecto a
evaluar

Excelente
(4)

Bueno
(3)

Satisfactorio
(2)

Deficiente
(1)

Analisis de
la situacion
didactica

Desarrollo
del tema
integrador

Presentacion
de resultados

Realiza una investigaciin
completa de la situacidn,

liene orden en los
contenidas, los
arqumentos que
presenta estan bien
fundamentados v
sus conclusiones son
correctas.

Redacta una presentaciin
par escrito de la
infarmacion por

medio de gréficas, sus
conclusiones son claras:
Presenta las cajas
construidas

Realiza una investigaciin
clara y convincente.

liene prden en los
contenidos, los
arqumentos que
presenta estan bien
fundamentados pero
sus conclusiones no son
correctas.

Redacta una presentacidn
par escrito de la
infarmacion por

medio da graficas,

5US conclusiones son
pscasas. Presenta dos

cajas construidas

La investigacidn no es
clara y solo presenta
recortes de paginas web

Mo hay orden en

lag contenidos, los
EI['Z_].I'TI(‘.."IlI'-H Quig
resenta estan bien
fundamentados pero
sus conclusiones no son
correctas.

Redacta una prasentacian
par escrito de la
informacion por medio
de graficas, no tiene
conclusiones. Presenta
dos O IMETHES IJHEEH
construidas

La investigacidn es
deficiente y no aporta
conocimientos claros

Mo hay orden en

los contenidos, los
argumentos que
presenta no estan bien
fundamentados v sus
CONCILUSIONES N0 S00
COrrectas.

Redacta una presentacian
par escrito de la
informacion por medio
de gréaficas, no tiene
conclusiones. Mo

presenta cajas.

I} -
J e ta
I i L

[ue el estudiante rela para estructurar ideas, argu-
mentos y crear modelos que solucionen problemas surgidos de la actividad humana, tales coma la distribucion inequitativa de los recursos
econdmicos y la propagacion rapida de enfermedades, entre otros, asi como de fendmenos naturales (cambio climdtico, contaminacidn
por emisidn de gases, etc.), aplicando el razonamiento, el analisis e interpretacitn de procesos infinitos gue involucren razones de cambio

cione conocimientos de diversas disciplings (sistemas v realas o principios medulares)

En la industria, en todo lo que se refiere & resolver un problema
de optimizacidn, En las aplicaciones cientificas se vuelve una de
locid
instantanea, la aceleracion, el caloulo de momentos, el trabajo y
muchas cosas mas.

las herramientas mas importantes, como el caloulo de s adl




3 1 CALCULO DIFERENCIAL
.

El arte es una mentira que nos

acerca a la verdad,

Pablo Picasso

DESARROLLO

1.1 El tratamiento de Ias representaciones del cambio en distintos contextos.
Tablas, praficas, texto, expresion oral, mouimiento fisico, funciones y
deriuadas. ;Ldmo represento el cambio? ; Puedo representar mi posicion en
una grafica dependiendo del tiempo? ;Qué es el cambio y que Ia uariacion?

Dominio y contradominio

Las funciones son un tipo especial de relaciones. Una condicién que nos permite saber qué elemento del conjunto 8

comesponde a un elemento del conjunto 4, y en la que a cada elemento de A le corresponde un dnico elemento en B.
A tal relacidn le lamaremos funcidn de A sobre el conjunto B v se simbalizard por:

frA——B

O por: A ey [
Que leeremos como “funcién de A en 8"
En una funcidn, todo elemento de B comrespondiente a un elemento de A recbe el nombre de imagen de A, los

elementos “y" de B que son imagenes de elementos “x" de A, se simbolizaran por:
y=rf(x)

Que leeremos como: *y es la imagen de x segtn la funcidn 7" o
simplemente por: "y igual a f de x" ¥
Al conjunto de todos los elementos de 4 que pueden apa
recer como primeros elementos de la funcidn £ lo lamamos do- /" \
minio de {, y lo denotaremos por O(f ), mientras que al conjunto // \
de todos los segundos elementos de B que pueden aparecer f
como segundos elementos de f lo llamamos contradominio £ y
lo denotaremos por C(f ). Al conjunto de imagenes se le conoce \ /

como rango K({) * /

¥ =

Funcién: Es la relacidin que existe entre dos conjuntos,

con la condicién de que a cada elemento del primer y1
conjunto le cormesponde uno y sélo un elemento en el %
segundo conjunto. El pimer comunto recibe el nom- - e
bre de dominio y el segundo el de contradominio. /

De esta definicion, podemos decir gue dos pares distintos no
tienen el misma primer componente. Lo que significa que, en la
representacion grafica de la funcién, a cada punto le coresponde
diferente abscisa, de manera que al trazar rectas paralelas al eje
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de las y en los diferentes valores de la x, veremos que cada recta corta a la curva en un Unico punto; en otras palabras,
ninguna recta perpendicular al eje de las x puede intersecar a la gréfica de una funcidn en mas de un punta.

Dominio: Es el conjunto donde la funcion estd definida, o sea donde puede tomar sus valores y realizar las operaciones
gue se indican en dicha relacian,

Contradominio: Es el conjunto de todos los resultados que obtenemos al realizar operaciones con los elementos de

dominio.

valor numerico de una tuncion

El conjunto de las imdgenes de los elementos del dominio se obtienen al sustituir a la variable x, par cada valor gue
puede tomar la misma, a esto se le llama valor numérico de la fundon.
En la funcién f(x) = 2x, las imagenas gque se obtienen de los valares dex =1, 2, 3 son:

1 =2(1)=2 “2 es la imagen de 1°
f(2y=2(2)=4 "4 es la imagen de 2"

f(2)=2(3) =86 ‘6 es la imagen de 3"

%! Ejercicio
T

En la funcién f{x) = 2x — 3, las imdgenes que se obtienen de los valores de x = -4, -3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 10 son:

Recordemos del curso de geometria analitica, la forma como calculamos la pendiente entre dos puntos A(x,, ¥ ) y Blx,, v.)-

Craficamente se tiene:

Obsena que dada la curva fix) determinamos los puntos (x, v ) v (x,, ¥.) ¥ lo que hacemos es determinar la pendiente
de la recta secante a la curva, lo mismo vamos a hacer si cambiamos la notacion. Utilicemos para ello el valor A, otros
autores utilizan A, lo que significa un incremento de la variable x; por ejemplo, six =3 y h = 1, entonces tenemos que
el espacio-entre x y x + f es de 2.
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de las y en los diferentes valores de la x, veremos que cada recta corta a la curva en un Unico punto; en otras palabras,
ninguna recta perpendicular al eje de las x puede intersecar a la gréfica de una funcidn en mas de un punta.

Dominio: Es el conjunto donde la funcion estd definida, o sea donde puede tomar sus valores y realizar las operaciones
gue se indican en dicha relacian,

Contradominio: Es el conjunto de todos los resultados que obtenemos al realizar operaciones con los elementos de

dominio.

valor numerico de una tuncion

El conjunto de las imdgenes de los elementos del dominio se obtienen al sustituir a la variable x, par cada valor gue
puede tomar la misma, a esto se le llama valor numérico de la fundon.
En la funcién f(x) = 2x, las imagenas gque se obtienen de los valares dex =1, 2, 3 son:

1 =2(1)=2 “2 es la imagen de 1°
f(2y=2(2)=4 "4 es la imagen de 2"

f(2)=2(3) =86 ‘6 es la imagen de 3"

%! Ejercicio
T

En la funcién f{x) = 2x — 3, las imdgenes que se obtienen de los valores de x = -4, -3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 10 son:

Recordemos del curso de geometria analitica, la forma como calculamos la pendiente entre dos puntos A(x,, ¥ ) y Blx,, v.)-

Craficamente se tiene:

Obsena que dada la curva fix) determinamos los puntos (x, v ) v (x,, ¥.) ¥ lo que hacemos es determinar la pendiente
de la recta secante a la curva, lo mismo vamos a hacer si cambiamos la notacion. Utilicemos para ello el valor A, otros
autores utilizan A, lo que significa un incremento de la variable x; por ejemplo, six =3 y h = 1, entonces tenemos que
el espacio-entre x y x + f es de 2.
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p A

Craficamente se tiene;

flx + h}

fix)

fix)

Calculemnos la pendiente con esta nueva notacion:

v, = W Floos BY=fre)  Fleshy=Ff0x)
I:I

y tenemos que cuando la h tiende a ser muy pero muy chica entonces tenemos la pendiente de la recta tangente. En
la gréfica siguiente puedes observar que las diferentes rectas secantes van acortando su distandia h, hasta que ésta sea
muy pequena

20 de distancia-tiempo, este dltima. En 2l eje de las x v el otro en el gje de las

Utihcermos lo que sabernos de pendientes y calculemos las distintas velocidades que realizd una persona al salir de su
casa y regresar. Para ello numera cada segmento v calcula su pendiente o sea su velocidad.
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xlm) 4
I
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10

20

Grafica del iempo v desplazamiento,

s el
m = = = 5 — = yelooidad

m, = =
m, = =
i — —

. ¥ ¥ fix +h)y=Ff{x) ) ) . )
El cociente m = : . - - nos permite calcular la pendiente de la recta secante de cualquier
funcién, lo més importante surge cuando tratamos de que el valor del denominador sea muy pequeno, ya que eso nos
permitird conocer la pendiente de la recta tangente a la curva o sea la velocidad instantdnea. En los siguientes pamafos
nos dedicarernos al estudio de este tema.

Dedicarernos nuestra atencdn a al_;:U TTILLY especial en este curso, encontrar el valor del Eli_';:.l-'l_""ltﬂ." cooente, cuando
[ 5

= Ll

cheD h = Ax, un incremento

Para ello empecemos por encontrar f(x + /) para la funcion f(x) = 2x.
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Esto quiere decir gque en lugar de x lo sustituimos por x 4 h y realizamos operaciones.

fix+M=20x+h =24+ 2h

Obtener f{x + k) — f(x); para la funcidn f(x) = 2x:

Esto lo po

_ FCx+h)—Tx). .

cncuentra k Fil
n

Para encontrar fix + h), se sustituye »

fFlx)

&

flx + h)-
h

Sustituimos en:

LOueé sucede si h = 07

1 ) Ejemplo

Flx + ) =1Flx)

Determina el valor del cociente

Solucidn:

flx + B)Y = f{x)
f

Lo puedes realizar paso a paso.

gy

fix + )

fixh=2x+ 2h = 2% =2

demos realizar por pasos o en forma direcia como se muestra a continuacian.
& Q; para la funcion f(x) = 2x.

+ i en lugar de cada x.

2% +2h - 2x 2h ] )
= =Z2conh=+0
h h

<5

h = 0; para la funcion f(x) = 3x2 — 2x +

12 0 para la funcion fix) = 3x* - 2x + 5.

flx)=3x"—2x+5

flx+h)=

0 en forma directa como se detalla a continuacion:

flx+h)—1f(x)

|'_l

Como h # 0 tenemaos:

36

Hr+ B -2+ +5 13" - 2%+ 5)

f
At +2h ) =2y —2h+5-3x 20 —5
h

6+ 3h —=2x = Zh +5 -3 + 2 =5

Il

E6xh + 3h' 2h

|'_l

h(Bx + 3h — 2)

L
n

B+ 3h—2
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N Ejercicios
-y

Realiza los siguientes ejercicios siguiendo las instrucciones que se te dan.

r B = Fo
Encuent 1Y =% FONY fi R I:J( ki '.‘X:I [ M B |ﬂr viientes i ine o
cuentra f{ 1), f(=2), {O), fix + h) v fi 2 0, para las siguientes funciones:

1. f) =x 8 )=~ 15. fX) =x*~4

fix) = 3 LN =t 4 2y —
2. f(xy=x=-2 9. f(x) = 16. f(x) ’I:Ir + 2 =5
= o 17. fo) = =
3. fix)=3x-4 —
10. f(x) = +/x
4. f{x) =»* 18 f(x) = 3
1. f(x) = 5x 8. f(x) -
5. f{x) =3x" —3x
12, f()=x—4 6
19. f(x) = —
2x

6. () =3"=-4x+3 b3

13, f(x)=ax -5

ey "
L= — 14, f(x) = 2% 20. f(x)= Vx + x

|'_\"'i_.I |rJ ~| 'I"'I |'I I -._.-.. oo
LIdSITICacion ae runc Ba

Existen diferentes tipos de funciones, las cuales clasificarernos a continuacidn para tener una idea clara de ellas:

Polindmicas
Algebraicas ¢ Racionales
— Radicales
Funcion i :
rgonometricas
Trascendentes § Exponencales
Logaritrnicas

Funciones polindmicas: Son aquéllas formadas por un palinomio

Funciones racionales: Son las que se forman por un cociente de dos polinomios con la condicidn de que el divisor no
sea el polinomio cero,

P Eiemplo

X¥= 3 41

- ¥ — 2

]

Donde las operaciones que se pueden realizar son todas, excepto cuando el denominador es cero, por lo que el do-
minio de la funcidn son todos los ndmeros reales menos el 2.

Funciones radicales; Son agugllas donde un polinomio se encuentra dentro de un radical,
j )} Ejemplo

fx) = 3x — 4
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.

Funciones trigonométricas: Son las que se obtienen de la comparacion por cociente de los lados de un tridngulo y
éstas, son funcidn del dngulo (seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante).

} Ejemplo

fix) =sen (2Zx — 3)

Funciones exponenciales: Son aguéllas donde el exponente varia.
I ) Ejemplo

y=3

Funciones logaritmicas: Son las funciones donde encontramas los logaritmos de diferentes bases. Estas funcicnes son
las inversas de la funcion exponencial.

[ ) Ejlemplo

y=log, (2x=7)

1.2 Interualos de monotonia, funciones crecientes y decrecientes. ¢Si una
funcidn pasa de crecer a decrecer hay un punto maximo en el medio?
¢ Al reués, un punto minimo? ;Asi se comporta |a temperatura en mi
ciudad durante todo el dia?

Comportamiento de funciones

Una funcién v = f{x) para la cual un incremento en el
‘-,'.jIU.’ (_l.’f A FL—"_{;_Illd '_iit":'TIPrl:j un incremento en E_"i '.\,'._-Ill:_}[ l_Jl,_':
v, esto es, si f{x) < f(x + h) siempre gque x <x + h, se de-
nomina funadn mondtona creciente. Si el incremento en
el valor de x implica una disminucion en el valor de v, es
decir, si f(x) > f(x + i) siempre que x < x + h, la funcion
es monadtona decreciente.

Tales funciones se representan graficamente por cur-
vas que siempre ascienden o bien desdenden conforme
x recorre el intervalo permitido hacia valores crecientes,
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3 siguiendn los siguientes pasos

]

Realicernos la grafica de la funcién f(x) = 5x 4
es conveniente tomar valares pasitivos, negativos y el cero, de preferencia son aquellos que resultan faciles de evaluar
o5 su valor numérico.

Primer paso. Se evalia la funaidn lineal en por lo menos dos puntos cualesquiera, si la funcidn es de un grado mayor,
de los cuales obtenem
b

. Yk
-=1. 0 W

Elegimos los valores
Fix)=5x+3
1) =5(-1)+3 =—2
f(0}=50)+3=3 _-.l'l
f
.

f(1=5(11+3=8
/

Segundo paso. Con estos valores se construye una tabla,
donde se agrupan los valores de x y y
X (T3 f 4
; ¥ ]
II
' : J
-1 -7 % 4 1 1 il 2 g i
|
i f—1
Pl III'
|
f
)
)

0
=%

ocalizan los puntos en un plano coor-

Tercer paso. e I
denado y se unen por segmentos de recta. Se pueden
profongar los extremos para tener una idea clara de como

£5 14 recta

\! Ejercicio
.
Realiza la grafica de la fundon f(x) = 4x - 3.

Solucion:
Primer paso. Se evalia la funcion lineal en los puntos =1, 0 y 1
fix)=4x -3
|f{— | :I = L,
10) = o
(1) = :

Segundo paso. Con estos valores se construye una tabla,

donde se agrupan los valores de x v v.
¥

Tercer paso. Se localizan los puntos en un plano coordena-
do y se unen por segmentos de recta. Se pueden prolongar

los extremos para tener una idea clara de como es la recta.
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o

1 Ejemplo

E

Realizar la gréfica de la funcidn f(x) =x? —x - 5.

Solucidn;

Primer paso. Se evalla la funcidn cuadratica tormando valores positivas, negativos y el cero.

Segunda paso. Con estos valores se construye una tabla, donde se agrupan los valores dex y y.

l[abulacidn de y =x* —x - 5.

X y= f{x)

=

Tercer paso. Se localizan los puntos en el plano co-
ordenado y se traza una lines por ellos. Se pueden
prolongar los extremos, para tener una idea clara de

como es la cunva.

%' Ejercicio
el
Realiza la grdfica de la funcidn f{x) =x* + 2x - 3.

Solucidn:

f(-1)=(-1)"= (=1) =5 = -3
£(0) = (0)°
)= (132

(0)-5=-5
= (1) =5 ==5

H2)=(2)F-(2)-5

f(3) = 3)*

(3)

5

Primer paso. Se evalla la funcidn cuadratica tomando valores positivos, negativos y el cero.

flx)=x"+2x-3

f(=3)=( ¥+2( )=3=
f-D=( ¥»+2( )-3=
fi=={ Y+2( )=-3=

40
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Segundo paso. Con estos valores se construye una tabla, donde se agrupan los valores de x y v

labulacién de y

=xi4+2x-3

Tercer paso. 5e localizan los puntos en el plano coorde- it
nado y se traza una linea por ellos. Se pueden prolongar 51
los extremos, para tener una idea clara de como es la

Cun/a.

Al proceso descrito se le llama graficar la funcién, v la curva es llamada la grd

a0 lugar peométnco de la misma

(aungue en realidad es una aproximacion a dicha gréfica, ya que la gréfica consiste en todos los puntos, imposible de
realizar). Esta representacion nos sirve para identificar algunas caracteristicas o propiedades de la funcion,
La grdfica de una funcidn satisface que: "Si f es una funcidn, entonces la gréfica de f es el conjunto de todos los

puntos (x, ¥) en el plang”.

\! Ejercicio

Realiza |a gréfica de la funcidn cuadratica y = x? — 2x.

Solucion:

Primer paso. Evalia la funcidn en =3, -2, -1,0, 1,2y 3 X ¥

p={-32+2(-3) =
A
(
(

¥
¥

Segundo paso. Con estos valores se construye un fabla, donde se agrupan los valores

dexyy

+ 2(
Y +2(

y=(_)r+2(_):

(5]
4
=,

T S
4

Pk frd Pk

—

y=
y=

T SR A
|

o —
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1 CALCULO DIFERENCIAL

Tercer paso. Se localizan los puntos

I
en el plano coordenado y se traza i
una linea por ello. Se pueden prolon- v -
gar los extremos, para tener una idea =
clara de como es la cunva.
1
——t——t — +——+t ]
12 1 v} 1 1 il 5] i 1 1
i
ol
o4

A! Ejercicios

1. Cuando una funcidn aece y luego decrece existe un valor, el mas grande, que recibe el nombre de
Cuando una funcidn decrece v luego crece, existe un valor, el més pequefio de todos, que recibe el nombre de

2. En los siguientes gjerdicios:
a) Realiza la grafica de la funcidn, traza con azul donde es creciente, rojo donde es decreciente, el punto
maximo en color naranja y en color café el valor minimo.

o | fx + h) = f(x)
) Calcula el cociente m = ; en tu cuademo.
f
! Ejercicios
1. Las funciones constantes =5 flx)=-3 i) =2

Solucion:

Primer paso. Evala las funciones en =3, Oy 3,

¥=5 y=-3 =2
fi=3) = fl=3) = f(=3) =
f(0) = f(0) = flo) =
f(3) = f(3) = i(3) =

42
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Segundo paso. Con estos valores se construye una tabla,

donde se agrupan los valores de x y v.

Tercer paso. Se localizan los
puntos en el plano coordenado
y se traza una linea por ellos. Se
pueden prolongar los extremos,
para tener una idea clara de

como es la cunva.

La funcidn idéntica fix)=x vy

Solucidn:

Primer paso. Evalla las funciones en -3, 0 y 3.

o f(0) =

Segundo paso. Con estos valores se construye un tabla, donde se

agrupan los valores de x y v

¥ y=5 =-3 y=2
=
-2
1
(0]
1
2
3
f(x) = =, funcidn simétnica,
X y=x Ye=—x
fi3) =
-3
0
3

43
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Tercer paso. Se |ocalizan los

I'_:'I_."'Il,l:_'l‘_-i =1 ':_‘i I'_Jl;ﬁ."l-:} Coordenado il o
y se traza una linea por ellos. Se "
pueden prolongar los extremas, 4 4

para tener una idea clara de
:'_'{::-f.r'll;_'l 25 |E_'] CLIMNG,

3. Cobica y=x

Solucian:

Primer paso. Evalia las funciones en -3, -2, -1, 0, 1, 2y 3.

f-3) = (0) = (3) =
f(=2) = Aly=
1) = (2) =
Segundo paso. Con estos valores se construye una tabla, donde se agrupan X ¥
los valores de x v v,
-3
-7
-1
0

L%

Tercer paso. Se localizan los puntos en el plano coordenado y se traza una linea por ellos. Se pueden prolongar
los extremos, para tener una idea clara de como es la cunva,




4,

EJE. PENSAMIENTO ¥ LENGUAJE VARIACIONAL. PRIMERA PARTE

Valor absoluto y = x|

Solucién:

Primer paso. Evalla las funciones en -3, -2, -1,0, 1, 2 y 3.
f(=3) = f(0) = f(3) =
fi-2) = f(1) =
=] ) = -T?:I =

Segundo paso. Con estos valores se construye una tabla, donde se agrupan los valores de x y y.

X ¥

F.

=

]
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v 4

Tercer paso. 5e localizan los puntos en el plano coordenado y se traza una linea por elios. Se pueden prolongar
||:_:=_. (j}:l‘.i-_‘::’"l"l:’_f-ﬁ_, [ard tener una idea dara de l;_'l'_.]'T'I:'_II =S i.:l Cuneda.

5 e e P e L
Funciones trigonometricas
5. Las graficas de f{x) = sen x y f(x) = cos x.

Solucién:

Primer paso. Utiliza la siguiente tabla: en el tercer renglén escribe los resultados de la funddn f(x) = senx vy
cuando la traces utiliza color rojo, en el cu: 2 los resultados de la funcion f{x) = cos x y utiliza
para frazarla color azul. En tus resultados solo escribe un decimal. En el primer renglon la medida de los angulos
estd dada en radianes, en el segundo se utilizan grados sexagesimales de 15° en 15° hasta 360°. Recuerda
realizar los ajustes de modo en tu calculadora centifica.

to rengldn escrit

Segundo paso:
X 0 2 "6 nid by bmi12 2 Tmi12 2x/3

i

X 0 15 a0 43 il i 30 105

r

flx) = sen X

fixi=cos x

X In/4 Br/6 11af12 a 137412 7mi6 Sm/d 47/3 17mf12

X 133 150 165 180 195 210 25 240 295
flal = 5en &

flxl=cos &
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197a/12 5x/3 Taid 11mx/6 23x/12 27 radianes

flx)=sen x

flxl=cos x

785 300 A5 330 345 360 grafos

Tercer paso. Se localizan los puntos en el plano coordenado y se traza una linea por ellos. Se pueden prolongar

los extremos, para tener una idea clara de como es la cuna,

6. Las graficas de f(x) = tanx y fi(x) = cot x.

Solucidn:

Primer paso. Utiliza la siguiente tabla: en el tercer rengldn escribe los resultados de la funcidn f(x) =tan x v
cuando la traces utiliza color rojo, en el cuarto rengldn escribe los resultados de la funcidn f(x) = cot x y utiliza
para trazarla color azul. En tus resultados sélo escribe un decimal. En el primer rengldn la medida de los dngulos
estd dada en radianes, en el segundo se utilizan grados sexagesimales de 15 en 15° hasta 360°. Recuerda
realizar los ajustes de modo en tu calculadora cientifica.

Segundo paso.

X 0

w12 76 wi4 a3 Axf12 af2 faf12

2x/3

flxi=tan x

f{Xl=cot X

15 30 45 il 75 90 105 120
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X 3m/4 5xfe | 11af12 | 137712 a6 /4 4/3 17712

i 135 150 165 180 195 210 2

o

B 240 255
flxl=tan x

flxl = cot x

X 37/2 19m/12 b3 7a/4 1w | 23x712 2 radianes

X 270 285 300 315 330 345 360 grados
flx)=tan x

flxl=cot ¥

Tercer paso. Se localizan los puntos en un plano coordenado ¥ 58 unen por segmentos de recta. Se {_T-L,E_"L'I-f'_‘ﬂ
) I & I
prnimgar los extrernos para ener undg idea clara de coma es la curva,

e e

T

s e e

7. Las gréficas de fix) =secx yfix) = csc i

Soludidn:

Primer paso. Utiliza la siguiente tabla, en el tercer renglon esonbe los resultados de la funcion f(x) = secx y
cuando la traces utiliza color rojo, en el cuarto rengldn escribe los resultados de la fundidn f(x) = csc x y utiliza
para trazarla color azul. En tus resultados sélo escribe un decimal. En el pimer rengldn la medida de los angulos
estd dada en radianes, en el segundo se utilizan grados sexagesimales de 15° en 15° hasta 360° Recuerda
realizar los ajustes de modo en tu calculadora qentifica.
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Segundo paso.

EJE. PENSAMIENTO ¥ LENGUAJE VARIACIONAL. PRIMERA PARTE

X 0 w12 /6 x4 a/3 /12 af2 a2 2a/3
X 0 15 a0 45 &l i 20 105 120
flx) = sec x
fix] = csc x
o 3n/fd S5x/6 1Maf12 i 13x/12 Il Sx/d Axf3 17712
X 135 150 165 180 195 210 225 240 255
flxl = sec x
flxl=cscx
X 32 19x/12 5n/3 7rfd Mxi6 | 23m/12 2 radianes
x 270 785 300 115 330 345 Je0 grados

flx] = sec x

flxl=csc x

Tercer paso. Se localizan los puntos en el plano coordenado v se traza una linea por ellos. Se pueden prolongar
los extremos, para tener una idea clara de como es la curva.
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A

clones exponenclal (base 2) v

8. Las gréficas de foy = 2* f(x) = log x

Solucion:

Primer paso. Evalia las funciones en -3, -2, -1, 0,

ogaritmica (base

0.3, 086, 1,2, 3y 4, utiliza tu calculadora.

Segundo paso. Con estos valores se construye una fak

donde se agrupan los valores de x y v.

{0ué sucede para los valores negativos en las dos funciones?

Tercer paso. 5e localizan los puntos en un plano coordenado y se traza una linea por ellos. Se pueden prolongar
los extremos, para tener una idea clara de cémo es la curva. La primera gréfica trazala con color rojo y la segunda

de color azul.
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Funciones exponencial (base e) y logaritmica (base e naturales)

9. Las gréficas de flx) =e* flx) = In x

Solucidn:
Primer paso. Evaltia las funciones en—3, -2, -1, 0, 0.3, 06, 1, 2, 3 y 4, utiliza tu calculadora.

Segundo paso. Con estos valores se construye una tabla, X y= ¢ y=Inx
donde se agrupan los valores dex y y.
iPara qué valores la funcién In x no estd definida? —3

{ mn }

Tercer paso. Se localizan los puntos en el plano coordenado y se traza una linea por ellos. Se pueden prolongar
05 u;;*xtre:r"]c_r_,l par:_-'. tener una Id.‘_’-i:'l l.'_'I;_":"._'

como es la cunva.

——
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A

Funcidn racional

10. La gratica de f(x) =

52

5

X =

e

Solucién:

Primer paso. Evalla las fundones en -3, -2, -1, 0, 1, 2y 3.

if[' )= ,'r(_ I'_':_] = .rI: ;:.:l =
f-2) = f(1)=
|'-|: ] = .'rliz:] =

Segundo paso. Con estos valores se construye una tabla, donde se agrupan

los valores dex y v

Tercer paso. Se localizan los o
puntos en el plano coordenado
y se traza una linea por ellos, Se
pueden prolongar los extremos, 5
para tener una idea clara de

como es la curnva. ‘1

S




: . x
La gréfica de f(x) =

Solucion:

EJE. PENSAMIENTO ¥ LENGUAJE VARIACIONAL. PRIMERA PARTE

Primer paso. Evalia las funciones en -4, -3, -2 -1,0, 1,2 3y 4.

.irl__—.?:l_:.' =
f(-2) =

Segundo paso. Con estos valores se consiruye una tabla, donde se agrupan los

valores dexy y.

Tercer paso. 5e localizan los
puntos en el plano coorde-
nado y se traza una linea por
elios. 5e pueden prolongar los
extremos, para tener una idea
clara de como s la cunva.

Lad
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v 4

Funcion irracional

12. La gréfica de f(x) = g = &°

=4

Solucidn:

Primer paso. Evalda las funciones en -3, -2, -1, 0, 1, 2y 3,

f 5) = |'-|:|:::I m "-I:_{'j x
- £ .
i{{—r_:l_.l— |[_]:|—
|'-|.( ~ l‘:' = |;|: .} _] =
Segundo paso. Con estos valores se construye una tabla, donde se agrupan X ¥

los valores de x y v

Tercer paso. Se localizan los puntos en el plano coordenado y se traza una linea por ellos. Se pueden prolongar
los extremnas, para tener una idea clara de cémo es la curva,
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13. Lagraficade f(x)=x 4,

Solucion:
Primer paso. Evalia las funcionesen-3,-2,-1,0, 1,2y 3

fi—=3) = RO) = f(3) =
f(—1) = f(2) =

Segundo paso. Con estos valores se construye una tabla, donde se agrupan

los valores de x y v
iPara qué valores de x no esta definida la funcion?

L

Tercer paso. Se localizan los puntos en el plano coordenado y se traza una linea por ellos. 5e pueden prolongar

los extremos, para tener una idea clara de cémo es la cunva.
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14, Realiza la gréfica de:
a)  El costo de mandar una carta
pOT Comen.
b)) El cobrio del estacionamiento.

Graficacion con la computadora

Con objeto de visualizar grificamente las actividades anallticas que realizamos se
presentan actividades donde se utiliza el graficador Winplot. Es un software libre que

[} A
L 4
L
5
| <
1= =l -9 - [ s 5 & 7 8 % m 111’
5o
fi <
-7
.
-4
=Ll
Hik=
scech-de Winglet [v 141] o
i MR T
wrmbn compisdg 17 febnere 251

se encuentra en el siguiente sitio, daro que t0 puedes utilizar otro si asi lo cees

conveniente,
Para utilizar este software sigue estas instrucciones:

) Da doble clic en el icono.

L) Aparece la siguiente pantalla,

T~
|

A

Wplc;tsp. exe
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EJE. PENSAMIENTO ¥ LENGUAJE VARIACIONAL. PRIMERA PARTE &

En ella encontrards una bamra de herramientas
con el ment de: Ventana. Seleccionamos Ventana utili-
zando el mouse. En seguida aparece el mend en el
que tu eliges si deseas graficar en dos o tres dimensio-
nes, asi como otras instrucciones mas que no son parte
de este curso; pero si tu cunosidad es mucha, ladelan-
tel el camino es tuyo.

Elegimos 2—dim, con lo que aparece la pantallade la
derecha: La barra de herramientas presenta una serie de
menls que iremos manejando segin la necesidad.
Elegimos Ecua, nos presenta el mend donde se elige
lza forma en la que se desea introdudir la ecuacicn; la
primera es en forma explicita, es la que utilizamos en
los ejercicios que hemos realizado; la segunda es para
ecuaciones polares, la siguiente ecuaciones parameétri-
cas y, por ultimo, se presenta la forma implicita. Al final
de cada menl se presenta una instruccion de ayuda
en la que se da amplia informacién de como se utiliza.

Elegimos la primera y = f(x) y aparece una venta-
na pequefia llamada y = f(x), donde debes observar
gue estd llurminado de azul y aparece f(x) = x sin (x),
aqui es donde se introduce la ecuacion que se desea
graficar, simplemente debes de teclear la funcidn que
deseas. Automaticamente se borra la ecuacidn marca-
da con azul, si no esta iluminada la ventana sitliate con
el mouse y borra el contenida, después teclea la ecua-
cion. Grahiqguemos la ecuacion cuadratica, para elevar al
cuadrado o a una potencia se puede escribir xx o bien
¥ *2, para una funcién tngonométnca se escribe: sin
{x), cos (x), tan (x), el argumento se encierra entre pa-
réntesis, para log (x), In (x), exp (x) = e*, etcétera. En el
apartado de ayuda encontrards informacidn referente a
este tema.

1= Winplot
Ventans SAyuda

2-elamn k2
J-dam F2
Adivinar

M (= 4 l] ¥
Plametas

Abrw yltemig

»  Valores predetermingdos

Salw

LT

| wegmnn

Fomir
Facta

o=

A uryiem
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A

Tecleamos xx y aparece la ventana de abajo: inventanio de sinnombre, en ella se encuentra la funcidn que se esta grafi
cando. En la otra ventana se presenta la grafica, compdrala con la que realizaste en el ejercicio de la funadn cuadratica.

Ahora tracemos una nueva funcidn: la idéntica. Repetimos el proceso, seleccionamos Ecua de la barra de herramientas,
del men seleccionas y = f(x) o bien puedes oprimir F2 y teclear la funcion; para cambiar el color seleccionamas color
y aparece una nueva ventana la de "color curva” elegimos el color rojo y después cerrar. A continuacidn se muestran las
ventanas qgue se utilizaron.
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ACTIVIDAD TRANSVERSAL »

Aesuelve los siguientas problemas y contesta las preguntas que se plantean. Si es posible utiliza 1a tecnologia

1. Se tiene una poblacidn de bacterias que se duplica cada hora.

gl (Cudl serd el tamaiio de la poblacion después de 1, 2, 3, 4 horas?

O} jCual sera el tamaiio de la poblacidn después de 12 horas?

¢ (Luando la poblacion de bacterias alcanzard la cantidad de 450 000 bacterias?
d) jCual es la poblacidn de bacterias después de £ horas?

¢l Construye una tabla con los valores antariores

f] Traza la grafica que represente los datos obtenidos.

gl Traza la grafica con azul si es creciente y con rojo si es decreciente.

2. Se tiene una poblacion de 10 000 bacterias que se duplica cada 3 horas

| iCudl sera el tamafio de la poblacidn después de 3, 6, 9, 12 horas?

=]

b jCual sera el tamafio de la poblacidn despuds de 12 horas?
(Cudndo la poblacidn de bacterias alcanzard la cantidad de 450 000 bacterias?

=,

d} (Cual es la poblacidn de bacterias después de [ horas?
1

el Construye una tabla con los valores antaniores

| Traza la grafica que representa los datos obtenidos

gl Traza la grafica con azul si es creciente y con rojo si es decreciente.
3. Una persona compra un automdvil con un valor de $220 000 v sabe que cuando 2l auto sale de la agencia se deprecia un 20%.
También sabe que en los afos subsecuentes s deprecia un 10% anual
d] ;Cual es el valor del auto en el primer afp?
£ (Cual es el valor del auto en los afios 2, 3, 4, 57
¢} Construye una tabla con los valores anteniores
d} Traza la grafica de |a depreciacion del auto
el Traza la grafica con arul si es creciente y con rojo si es decreciente.
4. Se sabe que las cuentas de inversidn pagan un 6% anual. Si una persona invierte $50 000:
d| ;jCuénto tendra al final de cada ano {capital e intereses]?
&) jCuanto tendra al final de 7 afos?
¢l ;Cuénto tendra al final de 10 afos?
d} Construye una tabla con los valores anteriores.
¢l Traza la grafica respectiva.
f) Traza |la grafica con azul si es creciente y con rojo si es decreciente.
gl ;Qué sucede si la tasa de inversidn aumenta al 50%?
Al j0ue sucede si la tasa de inversion disminuye al 1%
5. Se realiza una investigacion de como se propaga un rumor en una ciudad, para ello se manda un mansaje por WhatsApp a 100
personas y se ohserva que éste se duplica por la cantidad de personas que conocan el rumor cada hora
8l jCuantas personas conoceran el rumor después de 1, 2, 3, 4, 5 horas?
bl jCudntas personas conoceran el rumor después de 15 horas?
¢l jCuantas personas conocerdn el rumaor después de 17
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d) Construye una tabla con los valores anteriores.
gl Traza la gréfica respectiva.
7] jComo crees gue crecera el rumor si £ste se triplica cada hora?
6. Considera las temperaturas que se dieron en grados Celsius de lag 15 horas a las 24 horas de un dia después:
19:"- 1a:I ‘IG\'.I 15':1 13: "I‘::I ‘II:IL"I 9:"- 8' ?ILI ?9- _Ilh'.ll E'_I EID. EJI 5:. EID. ?:"I 8:. ‘I[]':I 13":"" 15:’. ‘I?CI ‘IE:I 'Iﬁ:"l 15:| 13\'_" ‘I ":". -lﬂ:l g\'_l
EI'\I IIII.E.'.
4l Realiza una tabla con los datos hora-temperatura.

bi Traza una grafica de los datos. Traza con azul cuando aumenta la temperatura, con rojo donde decrece, con naranja el maximo
valor de todas las temperaturas v con café el minimo valor de las temperaturas.

&) Determina la velocidad con gue cambid |a temperatura. Utiliza la pendiente m.

Dominio de una funcion

Para determinar el dominio de una funcién, sdlo basta ver donde esta definida, por ejemplo, en la funcidn palinomio
vemos que cualquier nimerg que se sustituya por el valor de x lo podemos elevar a cualquier patencia, multiplicarla
por cualguier constante y sumarlos algebraicamente, por ello decimos que en estas funciones su dominio son todos

los reales.

f R o

En las funciones racionales cbservarmos que el denominador debe ser distinto de cero para poder efectuar las
operaciones, por ello debemos encontrar los valores que cumplen con esta condicidn o de otra forma, los gue hacen
12 a todos los numeros reales, lo que faalita encontrar el dominio de

que &l denominador sea cero v &stos se les res

estas fundones. Veamos el siguiente gjemplo

! ) Ejemplos

1. Sealafuncdn f{x) = Deterrmina el dominio.

X 5

Por simple inspeccion vemos que el denominador x — 5 es cero cuando x es igual a 5, por lo que el dominio
de la funcidn es todos los nimeros reales menos el 5.
Otras formas de escribir esto es: R = {5);

f:R— {5} —s R
En forma de intervalos lo escribimos asi: —s < X< 5 Q Bak<oo

Otra forma es: (=00, 5) 0 (5, o)

Z
2. Sealafuncidn f(x) = — -, Determina el dominio.
x° = 25

Por simple inspeccion vemos que el denominador x* — 25 es cero cuando x es igual a 5 o -5, por lo que el
dominio de la funddn son todos los nimeros reales menos el 5, v el 5.
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Otras formas de escribir esto es: B = {=5, 5};

En farma de intenvalos: S 0

Otra forma es: [—e=, —5) 0 (=5, 5) o (5, =)

S mEn 3 ;

Sea la funcion f(x)}) = —— . Determina el dominio.
X =1

En este caso no es tan facil determinar los valores de x, el denominador ¥ — 2x — 15 debe ser distinto de cero
para poder operar la funcidn, pero es mds sencillo determinar el complemento, o sea, cuando &l denominadar
es igual cero y estos valores se les restan a los nimeros reales.
Seax =2 = 15=0
Esta es una ecuacion de segundo grado v la podemas resolver por cualguier método, en este caso la factoriza-

oS COMo:
x—5)x+3)=0
=0 o bien ¥x+3=10

x
Ln

Despejamos a x; ¥=5 o bien ¥=-3
Por lo que x =5 y x = -3 son los valares donde el denominador es cero, por lo que el dominio de la funcidn
son todos los nimeros reales menos el 5 y el =3,

Lk

Otras formas de escribir esto es: R = {5, =3};

fR={5-31— R
En forma de intervalos: oo < X <=3 o} Zex<h 0 5 <X < oo
Otra forma es; {—, —3) o] (a2} ] (5, oo}

En la grafica de la funcion f{ x) = ————— sefiala con color rojo los dos valores que no son elementos
e S |
del dominio.

Lre]

.,r,-'-'_v"';'u';”?'*\:é' ¢ | 12
[ |
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' Ejercicios
L

Determina el dominio de las siguientes funciones y traza la gréfica marcando los puntos con color rojo que no son

elementos del dominio, con color azul donde es creciente y con color verde donde decrece la funcién,

=t

L) =—— 8 f(x)=
. Fix) = i 9. f(x) =
10, f({x) = —
4, f(x) = —— 11. .r'[xj—.-'--_—--

5. f(x) = — 12, f(x) =

6. f(x)= ——— 13. f(x)

En las funciones radicales observamos que el radicando debe ser mayor o igual que cero para poder efectuar las opera-
ya que si es menor que cero éste no se puede operar; por ejempla, |a raiz de —4 no existe en los ndmeros reales,
debemos encontrar los valores que cumplen con esta condician.

ciones

par ello

] Ejemplo

Obtén el dominio de la funcidn f{(x) = ¥9 — x.

Entonces, 9 — x debe ser mayor o igual que cero, o sea que x debe ser menor o igual gue 9. En simbolos tenemos:

d=xet)
Q=X

Su dominio lo podemos escribir como x £ 9.

En intervalo (—s=, 9].

v Ejercicio
m—tt

Determina el dominio de la funcidn f(x) = 4 - x .
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Ejemplo

Cbtén el dominio de la funcion f(x) = ¥x* - 25.
El radical x* — 25 debe ser mayor o igual que cero.

En simbolos:

Resolvernos utilizando la definicién comespondiente para valor absoluto:

X = 0 X&=5

El daminio lo podemos escribir utiizando intervalos como: (—es, =5] 0 [5, =)

FI 'u'-:]lUf CEra no sa encuentra en el I,'_I-;_HT‘![':'U dij i3 L|.r|r_|-:_':r', [rar IL.'I queE 5 52 trata d[_—' OpEerdr wamaos que no se puede,

f(x) = VO - 25

f(x) = 4-25 no existe en los ndmeros reales.

Craficade f(x) = vx° - 25. Observa todos los puntos que no son elementos del dominio {color rojo).
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' Ejercicios
Wy

Determina el dominio de las siguientes funciones. Traza la gréfica marcando los puntos con color rojo que no son

elementos del dominio, con color azul donde es creciente y con color verde donde decrece la funcién,

L f(x) = 7 - x 8 f(x)=1-x

2. f(x) = y2x =1 9, f(x)=+3x -4

3, f(x) =+Jdx -3 10. f(x) = 5% + 6

5. F(x) = J(1= x)(x - 3) 12 f(x) = J(5+ x)(x - 4)
6. F(x)=+y2x* —6x +9 13. F(x) = 4x2 — 4x + 7

X =3

|
o |
b e

& ACTIVIDAD FORMATIVA CON TIC
En la siguiente direccion encontraras un articulo.
https:/fes.wikipedia.org/wiki/Paradojas_de_Zenon
Actividades a realizar
1. Lez el articulo v escribe las palabras gue no entiendas, busca su significado
2. Contesta las preguntas que se plantean,
g) jCudl seria la idea de Zendn de crear estas paradojas?
b jCudl es el propdsito de una paradoja?
¢} jCudl de las paradojas de Zendn se te hace la mas interesantg?

of} {Queé relacion tienen las paradojas de Zendn con la idea del limite?

Actividad socioemocional

Hablando de matematicas:

1. iCohmo te consideras?

2. {Conoces tus problematicas?

3. {Cudl es tu problematica para aprender?

4. {Que problemas exiten para que destaques?

5. {A quién consideras el mejor de tus compafieros?
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CIERRE

EVALUACION SUMATIVA
Instrucciones: Contesta cada una de las preguntas que se te dan.
l. Con tus palabras escribe las siguientes definiciones:

1. Funcion.

2. Dominio.

3. Contradominio.

4. Varables.

5. Constante. _

Il. Clasifica las siguientes funciones:

Loy=—
=

—_—

2. y=Y3x* - x +5

3. fix)=sen{7x+3)

; e & R B AR : i , e
. Encuentra fia), f(=2) y : f # 0, para la siguiente funcion: fixX)=5x-3
h

IV. Realiza un bosquejo gréfico de las siguientes funciones;
. Constante
. Idéntica

1
2
3. Cuadratica
4

. Walor absoluto
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A

V. Determina el dominio de las siguientes funciones:

4x — 5
b=

VI. Encuentra el dominio para la inversa de la funcidn cos x.

VIl Encuentra el dominio de la fundion y = 2%

Vill. Encuentra el dominio de la funddn y = e*.

IX. Encuentra el dominio de la funcion v = In x.

e T Zx
X. Dada la funcion y = — —.
¥+x—-12
Realiza su ;_;'.ﬁ[ Ca.
Iraza en color rojo donde la funcion es areciente.
Traza en color azul donde la funddn es decreciente.
Traza en color verde los valores maximos.

raza en color cafe los valores minimos

Traza en color naranja

Flal= x-"_)':x

os valores que no son elementos del dominio,

66




EJE. PENSAMIENTO ¥ LENGUAJE VARIACIONAL. PRIMERA PARTE

1. AUTOEVALUACION

Aspecto a eualuar Excelente Bueno Regular

Satisfactorio

. - . e Nae i QN Fritr B v BGS: Fritre 70 v 705,
Realicé los ejercicios | Mas tie 30% Entre B0 y B%%: Entre 70 y 79%

correctamente Valor: 15 puntos Valor: 11 puntos Valor: 7 puntos

. . Mas de 90% Entre 80 y 83% Entre 70 y 79%
Trabajé en equipo = i :

Valor: 15 puntos Valor: 11 punitos Valor: 7 puntos

Actividad integradora

: Valor: 10 puntos Valor: 7 puntos Valor: 4 puntos
(ver puntaje) [ £ i

':_:I,Ilf' ij."'IZ:I'Z||'if"il":f".L,E ':;I"l[".l_il-'::". -Z_':,'f"l.".l'lhiff':l'_"l'l:lj :_:I'Ilf'i'.li 1 'Z'.I,"f.’l":l'l!u":f‘-'ll"'f'l‘.l',"
mas de 90% de las entre B0 y B%3% de las entre 70 v 79% de las
preguntas. preguntas. preguntas.

Lectura
Valor: & puntos Valor: 4 puntos Yalor: 3 pumos

Realicé todas mis tareas. | Realicé B0% de mis Realicé 6B0% de mis
Trnhain extraclase lareas. lareas.
Valor: 5 puntos Valor: 4 puntos Valor: 3 puntos

Menos de 70%
Valor: 3 puntos
Menos de 70%

Valar: 3 puntos

Valar; 2 puntos

Conmesté cormectamente

menos de 70% de las
oregunias

Valor: 2 puntos

Realicé b0% de mis
lareas

Valor: 2 puntos

Suma de puntos por
columna

Total de las columnas  De 45 a 50 puntos De 40 a 44 puntos De 35 a 39 puntos

Menos de 35 puntos

2. AUTOEVALUACION DISCIPLINAR
Revisa la actividad. Conttesta el dominio que tienes de los siguientes conceptos.

Concepto Lo domino

Mo lo domino

Cambio y prediccion: elementos del calculo
Conceptos basicos de sistemas de coordenadas, orientacion y posicion.

Introduccidn a las funciones algebraicas v elementos de las funciones,
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SEGUNDA PARTE

A continuacion se presentan los elementos que definen el trabajo que vamos a realizar en este Eje.

Componentes

Contenido central

Contenidos especificos

2.1

22

23

24

2.5

Cambio y prediccion; elementos del Calcule,

Usos de la derivada en diversas snuacmna
tuales. Tratamiento intuitive: numérico, visual -='-4
de los limites. Tratamiento del cambio y la variacién: estra
tegias variacionalss.

i0ué tipo de procesos se precisan para tratar con el cam="
bio y la optimizacidn, sus propiedades, sus relaciones y sus
transformaciones representacionalas?

iPor qué las medidas del cambio resultan dtiles para Bl
tratamiento de diferentas situaciones contextuales?

j3e pueden sumar las funciones?, jqué se obtigng n‘.ﬂ-z
sumar una funcidn lineal con otra funcion hineal?, Em‘._:
cuadratica con una lineal?, jse te ocurren otras?
Construyendo modetos predictives de fendmenos de cam=
bio continuo y cambio discreto. |
Calcular derivadas de funciones mediante técnicas diversas,

APERTURA

Evaluacion diagnostica

Aprendizajes esperados

Encuentra en forma aproximada los maximos y minimos de
una funcidn.

Opera algebraica y aritmeticamente, representa y trata gra-
ficamenta a las funciones polinomiales basicas (lineales,
cuadraticas y cobicas).

Determina algebraica v visualmente las asintotas de algu-
nas funciones racionales basicas.

Utiliza procesos para la derivacian y representan a los ob-
jetos derivada y dervada sucesiva como medios adecuados
para la prediccidn local,

Productos esperados

o) (

c)(x=3)x+4)

Estimar o siguiente: Si una poblacidn crece exponencial-
mente, jcomo se estima su valor unos afos despues?

d) (3x + 4)°

4 = 54 + 3x)

d) (6 + 3’




o

5
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La factonizacion de la expresion 4x7 + 4x - 3:
g) (2x = 13(2x + 3) BY (2% + 13(2x + 3)
) (2x + 1)(2x = 3) d) (2x = 1)(2x - 3)

. La factonzacion de la expresion 9x7 — 12x + 4;

a) (3x + 2)° b) (3x = 3)(3x + 4) &) (2 + 3x)° d) (3x - 2)

Si f{x) = 4x — 3x + 2 determina f{-2):

a) 50 b) 24 €) =24 d) 20

(x +2Xx +3)  {(x + 4Y

; el /
. Realiza la siguiente operacion: - =

LT LS D I L+ At + 2x + 16

2x 2x

o

R O ¥+ 45 - 2x - 16

Las funciones trascendentes son las funciones trigonométncas, exponenciales y

a} Racionales b Logaritmicas ) Irracionales d) Algebraicas

G 1
0. El dominio de la funcidn f(x) = —

A
a} Las irracionales b))
LR d) e <x<0y0<x<e

El dominio de la funddn f(x) = v&6 — x es:

: 2 X
El dominio de la funcidn f(x) = = o
X 4
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Tema integrador

Deduce y aprende

Buscando a =

Apertura de la actividad

Proposito: Determinar &l parimetra da una circunferencia por &l método de exhaucion

Conocimientos previos:  ;Como se obtiene el perimetro de la circunferencia?

iComo se determina el perimetro de un poligono?

Materiales: ¢ luago de geometria ¢ Compas
* Hojas blancas
Desarrollo de la actividad
1. Se forman eguipos de cinco alumnos.
2. Recuerden la formacicon de su portafolio de evidencias

3. Cada alumnao se numera del 1 al 5.

4, Cad:

segun la regla siguiente:

El alumng 1, un poligona de tres lados

El alumno 2, un poligono de cuatro lados.
El alumne 3, un poligono de cinco lados.
El alumno 4, un poligono de sais ladaos.

El alumno 5, un poligono de siete lados

* Transportador

alumno traza una circunferencia de radio r=4 cm y dantro de ella traza un poligong inscrito

5. Cada alumno calcula el perimetro del poligono lo mas exacto que pueda y justifica su

procedimiento.

Lados Perimetro

(=]

[=r]

T

6. Cada alumno traza una circunferencia de radio r= 4 cm, v un poligono circunserita, segin la regla siguiente;

El alumno 2, un poligona de cuatro lados.

1
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T

| alumno 3, un poligono de cinco lados

| alumno 4, un poligono de seis lados

m

El alumno 5, un poligono de siete lados.

1. Cada alumno calcula el perimetro del peligono lo mas exacto gue pue-
day justifica su procedimiento,

Lados Perimetro

|

8. Todos los alumnos concentran su informacién y la organizan

Poligonos inscritos Poligonas circunscritos

Lados 3 4 5] ] X 7

o
o
L
(%]

Perimetro

9, Calcula la longitud de la circunferencia de radio r=4 ¢m (perimeatro = Znid y compérala con los resultados obt
10. Encuentra la aproximacion gue se tiene entre el valor gue obtuviste en la tabla y el valor de la farmula.
Apraximacitn = [Valor de la fdrmula — Valor del poligono
11. Qué sucede si utilizamos la farmula;
Aproximacion = [Valor del poligono — Valor de la fdrmula
Puedes dar una idea geométrica de lo gue representa esta formula.

12. Concentra la informacion en la tabla siguiente

Poligonos inscritos Poligonos circunscritos

Lados a 4 hH 6 ! b 5 4 3
Perimetro

Uiferencia

iComo son las diferencias cuando el nimero de lados del poligono crece?

con la fdrmula?

iCudntos lados crees que debe de tener el poligono para ser igual al calou
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13. Obten un modelo matematico para calcular el perimetro de un poligono, Comprueba que tu madelo funciona para los resultados de
los compaferos de tu equipo

14. Con el modelo que tienes realiza los siguientes calculos

Lados Perimetro Aproximacion

100000

15. Explica en qué consiste este procesa para determinar el perimetro
16. 5iya tienes el valor del perimetro v el radio, jodmo determinas el valor de x?

Hevisa los poligonos que se han trazado y abserva como se apraximan mas y mas a la longitud de |a circunferencia, unos por el interior
y otros por el exterior, asi podemos decir que cugndoe el ndmero de lados crece indefinidamente el perimetro del poligono tiende a ser
a longitud de la circunferancia, esto se conoce coma un proceso al limie.

I ':
gl o

Cierre de la actividad

Contesta las siguientes preguntas:

Escribe cinco ideas de dénde usas la palabra limite.
Escribe la definicion de valor absoluto

Representa graficamente el valor absoluto.

Da el valor absolute de las siguientes expresiones en forma algebraica y geométrica;

- -
5l = e =
! 4] = i':— "II_
— |_.';;'_

O i
f=4 = |a=X=
|z =a = |[a= fix)|=

Usa la definicion de valor absoluto para desigualdades en los siguientes ejercicios y determina el intervala que le comesponde

|x—di<h |4—x<h
[fxl=3<h [3="Ax|=h
|x—al<h la—xl<h
| /%)=&l < b la= flx) < h
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Apertura

Desarrollo

Cierre

= Formen eqguipos de cinco .

alumnos

e |ean la secuencia didactica .

gue se plantea.

Formen su portafolio de evidencias

Disefien los instrumentos para agrupar la

informacion que se requiers.

* Heunidos los alumnos del equipn

~ Discutan las formas de como solucionar

el problema

= Vayan contestando las preguntas que

e plantean.

Escriban en el cuademo el analisis que
hicieron sobre la situacidn diddctica

Realicen un mapa mental.
Hesuelvan los gjercicios gue se presentan

Discutan en eguipo la importancia de
concepto de limite, valor absoluto y como
se aproximan el perimetro de los poligonos
al parimetra de la circunferencia,

~ [ada uno indigue las problematicas
gue se e presentan en el trazo de los
poligonos.

= Analicen la actividad que se .

presanta.

Analicen fa importancia de realizar
gste tipo de proyectos, anoten sus

conclusiones

= Jomen fotos de
anexan a su portafolio de avi

| trabajo que realizan y lo

*  Anoten sus conclusiones.

« Recuerden incluirio en la presentacion de
[a informacian

Rubrica para evaluar |a secuencia didactica del tema integrador

Actividad: Documento
Instrumento: Ribrica

Aspecto a Excelente
evaluar (4)

Bueno
(3)

Satisfactorio
(2}

Deficiente
(1)

Analisis de
la situacion
didactica

Realiza una investigacion
completa de la situacion.

liene ordenen los
contenidos, los
argumentas qua
presenta estan bien
fundamentados
Sus conclusiones son
COrrectas.

Desarrollo
del tema
integrador

Presentacion
de resultados

Realiza una presentacidn
por escrito de la
informacidn par

medio de graficas, sus
conclusionas son claras

Realiza una investigacion
ciara 'y convincenta

liene orden en los
contenidos, los
argumentos qua
presenta estan bien
fundamentados y sus
conclusiones no son
correctas.

Realiza una presentacion
por escrito de la
informacidn por

medic de graficas,

Sus lfi'!!'l-:.:llf;il')l'l??i 20N
B5Casas

La investigaciin no s
clara y s0lo s8 presentan
recortes de paginas web

Mo hay orden en

los contenidos, los
argumentos que
presenta astan Dien
fundamentados y sus
conclusionas no son
COrrectas,

Realiza una presentacidn
por eserito de la
informacidn por medio
de graficas, no tiene
conclusionas.

La investigacion es
deficienta y no aporta
conocimientos claros

Mo hay orden en

los contendos, los
argumantos que
presenta no estan Dien
fundamentados y no
tiene conclusiones

Realiza una presentacidn
por escrito da la
infarmacian por

medio de graficas, sus
conclusionas son claras.
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(Cue el estudiante relacione conocimientos de diversas disciplinas (sistemas y reglas o principios medulares) para estructurar ideas, argu-
mentas y crear modelos gue solucionen problamas surgidos de la actividad humana, tales como la distribucion ineguitativa de los recursos
econdmicos y la propagacion rapida de enfermadades, entre otros; asi coma de fendmenos naturales (cambio climatico, contaminacion
por emision de gases, etc.), aplicando el razonamiento, el andlisis e interpretacitn de procesos infinitos que invalucren razones de cambio.

an tadao lo que trata de resolver un problema de optimizacidn, En las aplicaciones cientificas se vuelve una de las herramien
tas mas importantes, como el calculo de velocidad instantanes, la aceleracion, €l calculo de momentos, el trabajo y muchas cosas mas.

Actividad socioemocional

Tu maestro:

1. iC6mo consideras a tu maestro?

2. {Sus explicaciones son amplias?

3. (Resuelve tus dudas?

4. iSabes como te calificard?

5. {Tus calificacionas son acordes a tu dedicacidn?
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Los sabics tienen la misma ventaga sobre los ignorantes
que las wwas sabre los muartos,

Aristoteles

DESARROLLO

.1 ;Qué tipo de procesos se precisan para tratar con el cambio
y I3 optimizacian, sus propiedades, sus relaciones y sus
transformaciones representacionales?

Limite de una funcion

El calculo de los limites es la base del célculo diterencial e integral; para cada uno existe un tipo de limite, para el primero
el limite tiende a ser cero y el segundo cuando el limite tiende a ser muy grande o infinito.

Fara el cilculo de limites trataremos tres formas: tabular, grafica v algebraica. La definicién de limite se presenta
para aquellos alumnos interesades en aumentar sus conoamientos al final de la segunda parte.

Consideremos la funddn definida por:

Y (3x + 2‘:-{7!:' - 1) s
.y =1

f(x) estd definida para todos los valores de x, excepto para x = 1. Ademds, si x # 1 el numerador y el denominador
pueden ser divididos entre x — 1 para cbtener:

Fx)=3x+2 s x=#

Forma tabular

nvestigaremos los valores de la funcién f(x) para valores de x cercanos a 1, pero no iguales, ya que la funcidn no estd
definida para ese valor, dejemos que x tome los valores 0, 0.25, 0.75, 0.9, 0.99 y asi sucesivamente. Estamos tormando
valores de x cada vez mds cercanos a 1, pero menores que 1; a esto se conoce como el limite por la izquierda de f(x)
y S& representa por:

I f(x) =1
En forma explicita:

o (B3x + 2)x - 1)
lim = - - =

x =1

Realicermos una tabla para esos valores de x v f{x):

X 0 0.25 0.5 0.7% 0.8 0.99 0.999 0.9999

fa=3x+2six2 1 7 275 35 25 47 497 | 4997 = 49997
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Observa que cuando x se acerca al valor de 1, f(x) se aproxima al valor de 5. Como nos acercamos al valor de 1 to
manda valores menaores o sea por la izquierda, entonces decimos que el limite por la izquierda de la fundidn f(x) es 5,
en simbolos se escribe:

B+ 2 —-1) ;
lirmy : . = im(3x+2)=275
N—3 X | x—

Lo mismo sucede cuando nos acercamos por la derecha al va
la derecha. En simbaolos:

or de 1, por lo que este limite lo llamaremos el limite por
im flx) =1
lim f(x)

Los valores que tomaremos para acercarnos al valor de x = 1 por la derecha som: 2, 1.75, 1.5, 1.1, 1.01,1.001, 1.0001
¥ asl sucesivamente:

X 2 175 15 1.25 11 1.01 1.0Mm 1.00M

fa=3x+2six#1 g 725 6.5 R 53 5.03 5.003 5.0003

Cuando mdés nos acercamos al valor de x = 1 entonces f(x) se acerca a
valor de 5, par ello decimas que el limite por la derecha de la funcién
f{x) es 5. En simbolos:

IXx +2)x =1) _ . .
firry I: - JI"] = lim (Zx + 2} =5
r— X ¥ —=

Cuando el limite por la izquierda es igual al limite por la derecha, decimos
gue &l limite de la funcion f(x) es 5;

Bk + 2 x -1
lirm : = [im(3x + 2) = 5
X—+ s ¥—x]

En el caso de que los limites no sean iguales decimos que el limite no existe.

% Ejercicio
L=
Encuentra el valor del siguiente limite en forma tabular:

b = e

%o

] ) Ejemplo

Calcula lim (2x — 1) = utillizando la tabulacidn.
T332
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Solucién:

Demaos valores cercanos a x = =2, par la izquierda;
o

¥ -2.5 2.1 =2.01 -2.001 ~2.0007 -2.00001 | =2.000001 -2
fix=2x—1 B 5.2 5.02 5.002 5.0002 b 00002 b.000002 a

Par la derecha:

X =l -1.75 =g -1.99 S =1.9995 —1.99999 =id

fix=2x—1 -4 4

L1
|
£
=
|
J
i
0=

—4998 | -49998 | —4.99998 5

im (2x - 1) = -5

P

Por tanto: im (2x = 1) = =5
e

Podemos observar gue cuanda un limite estd determinado, podemos sustituir el valor de x en la funadn v obtenerlo

i (2% = 1) = m [2(-2)-1] = -4 -1=-5

o

\! Ejercicios

Calcula los siguientes limites utilizando la tabulacidn.

- _ Bx — 4 }
1. im{2x - 5) 6. lim — 11. Im (4% + 3)

v — 5 =l ¥ = ]

T T p - . [ O " i 2 e
2. lim (6x" — 3x + 2} 7 lim /4x — 9 12. Im (4% — 2% + 5)

K=t

)
!

3. lim (2x — 3)(4x + 5) 8. Im Bx - 10 13. lim (6x — 2)(4x -

m (2x - 3)° T e
% —s 10Ck

lim - "
+=12x — 4
il e £X — &

5 i —— 10. lim — 15. lim
4 4x + 9 Simiit (-0 3x — 5
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o X — 8 i :
16. lim = . 18. lim (6x — 3 20,  Im :
== X — | x—0 ¥—+1000 7 o

17. lim J6x - 2 19. lm (4x - 13)*

E—h

Forma grafica

Ahora utilicemos la tabulacién y la gréfica de la funcidn para encontrar y visualizar algunos limites, Esta dltima forma se

F

puede realizar con un graficador, lo que simplificard las cosas. Una manera muy sencilla de ver si existe el limite o no

e cada extremo Saien automdwviles que se van a reunir en el |'."i.J'I|[i gue

BS5

considerar que la grafica es una carretera y ¢
indica el limite, si éstos se encuentran el limite existe, en el caso contrario no existe.

1 ) Ejemplo

(4x = T}x=1)

b

= el cual ya lo encontramos por tabulacidn. Utilicermos el mé

Encuentra el siguiente limite [im ]
s X —

todo gréfico para entender lo que sucede

Solucion

Primero tracemos la gréfica.

W
1

En la gréfica se ha marcado el punta (1, 5). Observa que en ese punto la funddn no estd definida, por ello se marca
con un circulo en blanco.

En la gréfica, traza con color rojo flechas que nos indiguen como nos acercamos a x = 1 por la izquierda y por
la derecha sobre los gjes. Haz lo mismo para f(x) cuando tiende a 5.

5i fuera una carretera y de cada extremo de la gréfica salen autos, ééstos se encontrarian en (1, 5)7

i
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CALCULO DIFERENCIAL
v

Ejercicio

S e e =
Realiza la grafica de lim (

(x + 1) s flackas aue fos indiauen coma nos acercamos al valor d
'_l — = ¥ laZa Nechds que Nos INdIguUeEn cima Nos atercamos al walor de
X+

£ == por la derecha y la izquierda; lo mismo realizamos para flx) cuando tiende al valor de

Eiemplo

Determina el lim (x* + 3x = 5) = utilizando el método de tabulacién y el método gréfico.

Solucién

Primero determinamaos el dominio de la funcion, del cual sabemos que esta definida para todos los reales ya que es
un palinomio.

L.a tabla para valores cercanos a x = 1 por la derecha y por la izquierda es el siguiente:

X 0.5 0.75 0.5 0.9 0.99 0.994 ' 1.0007 RIE 1.01 1.5
flx) -3.25 | =218 | =325 49 | =1.056 1.005 1 -0.338 | =0.995 095 | =043 1.75

C

“uando nos acercamos por la izquierda;

5
et

im (x* + 3x -

Cuando nos acercamos por la derecha:

Por tanto, como son iguales los limites:

Veamos graficamente, el punto que s

im (x* + 3x — 5) = -1

=
ats

marcaes (1, 5):
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N Ejercicio
L

Determina el im (%" — 3% + 1) = utiizando el método de tabulacion y el método gréfico.

1 ) Ejermplo

Obtén &l lim
i1 ¥ —

utilizando el método de tabulacion v el método grafico.

Solucién
El daminio de f son todos los ndmeros reales menos el 2, o sea que f(2) no estd definida. Obsenva:
- 1 1 ; izt o :
f(2) = —— = — esta operacion no estd definida. (Por qué?

2-2 0

Utilicemos el método de tabulacién para obsenvar lo que sucede cuando nos acercamos al valor de 2 por |a derecha
y la izguierda.

X 15 1.79 1.8 1.9 ERgN 1.84 2 2.0001 | 2,007 FALE 2.1 29
fixl=1/x—12 - —4 =5 =10 | =100 | 1000 | #H# | 10000 | 1000 100 10 Z

Al abservar la tabla, vemos que cuando més nos acercamos al valor de 2 por la izquierda el valor de f(x) decrece
tendiendo a valores muy pequefios, lo que nombramos como menos infinito (—s=<). Cuando méas nos acercamos al
valor de 2 por la derecha el valor de f(x) crece y tiende a valores muy grandes, lo que nombramos comao infinito
(e=). Es dare que el limite por la izquierda es diferente del limite por la derecha, cuando éstos tienden a 2, por ello
decimos gue el limite no existe,
Veamos gréficamente;  im — . 5 te acercas
k=i X = 2 ¥
por |a izquierda (traza la rama de la hipérbola que corres-
ponde en color caté), descnbe lo que sucede: 1
51 e acer-
cas por la derecha (traza la rama de la hipérbola que
comesponde en color verde), describe lo gue suceds, T

, la gréfica repre- 'I
senta una hipérbola donde la recta x = 2 es una asintota I - i
l{t'dzal-j. en colar azul). 3 _"3'__'__'__% ! |I
Si es una carretera v de cada extremno salen automd-
viles, icrees que se encontrarian cuando x = 27 ‘

a1
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A

' Ejercicios
L

. Determina el lim - = utilizando el método de tabulacidn v el métoda grafico.
k-2 X F

Il. Determina los siguientes limites, utilizando el método de tabulacion y el método grafico,

1. lim (3x - 5) B. lim -\.'I-E,'f - 10 15 m=——

Xk =2 ZX — B

2 - x+2) lim (2x — 3)° S5x =8
Lt 9. ': 3) 16. lim

I 0im (2x - 3)4x + 5)
L 10.  lim

S | —

17. lim vx —5

L)

L AX
4, lim ——r: o N
s M2 AT el 18, lim Jbx - 3

58

%
L

5. lim - 12. ..Iljr:n:r\z" +2x = 1) 19, lim (4x — 137

CGx -4 13. lim (6x — 2)(4x - 5) 4

|

E
I

Propiedades

Las propiedades de los limites simplifican su cdlculo. Estas propiedades son las que garantizan gue se proceda de una
manera correcta en la obtencidn de limites y se conoce como la forma algebraica para el céleulo de los limites
Las principales propiedades sobre limites son las siguientes:

1. La propiedad de la unicidad:
Silim f(x) = Ly lim f(x) = L
Entonces L =1

Esta propiedad afirma que una funcién no puede aproximarse a dos limites distintos al mismo tiempo, con la cual

se garantiza que si el limite de una funcidn existe, éste es dnica,

2. 5i ¢ es una constante, entonces para cualquier nimero g fim ¢ = ¢

l- ) Elemplo

Determing el lim 5.

Solucion

Al aplicar la propiedad 2 obtenemos m 5 = 5.

X=sd

az




LW
L =i4]

BJE. PENSAMIENTC Y LENGUAJE VARIACIOMAL. SEGUNDA PARTE

Ejercicio

Cbtén el lim 2.

3. Sixesunavanable entonces lim x = a.

I

Determina el lim x.

X b

Ejiemplo

£

Solucion

LW

Litilicermos la propiedad 3: imax = 2

Ejercicio

Cbtén el lm x

¥

4. Sif(x) es una funcidn, entonces Bm f(x) = f(a).

Obsearva que esta propiedad nos permite obtener el limite de una funcidn en una forma sencilla,

j } Ejemplo

lim (2x = 5)

5

Utilizando la propiedad 4, calculamos f(3)=2(3)-5=1

Porloque lim (2x — 5) =1

=3

%! Ejercicio

Jetermina Bm (2x - 5).

5. 5icesuna constante y f(x) es una funcidn, entonces lim of(x) = o (a).

l.‘ Ejemplo
Obtén 2l lim 3x

Solucion

Utilicemos la propiedad 5: Im 3x = 3(2) = 6

ad
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4

%' Ejercicio
P
Determing & lim 7.

6. Si Im f(x) = Ly lImg(x) = M, entonces lim 1’{.:] t _;_.'{.'f‘]] =L M,

l ) Ejemplo

Obtén el siguiente lim (3x° + 2x) sise conoce lm 3x° = 48 y lm 2x = &
K —d] ¥—5d w—3d

Solucion
Utilizando la propiedad & se tiene lim (Zx’ + 2x) = 4B + B = 56.

K |

A{ Ejercicio

Determina lim (2x? + 5x) sise conore lim 2x* = 2 y lim 5x = 5.
N i X —a -

7.5 lim f(x) = L y lim g(x) = M, entonces lim [f{r}-g(k}! = L - M.

!' Ejlemplo
Determina el siguiente im (3x? )(2x), si se conoce lim 3x7 = 48 y lim 2x = 8.

Solucion
Utilizando la propiedad 7 se tiene irT‘L (3x<¥2x)y = (48)(8) = 384.

§ o

Al Ejercicio
Obtén lm (2x*)(5x), sise conoce Im 2x* = 2 y Im 5% = 5

15
M
e

T P . o f{x)
8. Silmf(x) =1Ly limgix) = M entonces lim I"; —| =
r— XS o | glx)

) —~
o
T = L,

1. ) Ejemplo

I
]

: . St e :
Determina el siguiente lim - . sise conpce lm 3x° = 48 y lim 2x
P B | x=3d ¥ =l

Solucién ;

3 " Iix’ 48 o

Utilizando la propiedad & se tigne; lim = — = £85,
x=d Ty — 1 7
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% Ejercicio
-y

o 2x° i . :
Obtén lim - — siseconoce Im2x% = 2 v Im(5x - 1) = 4.
x=21 By — ] r—31 K—1
9. Si lim f(x) = [, entonces lim ;‘.'II’[x] = '.'.'I M f{xy = YL.
Con £ = 0y n cualquier entero positivo.
Nota: estas propiedades de limites no se alteran cuando x — g se reemplaza por:
X =3I O X =3 (]
J# Eiemplo

Determina el siguiente im 4x + 1,5 lim (4% +1) = 25,

¥ —hb

Solucién
Utilizando fa propiedad 9 se tiene IIiE’L Jax +1 = \'Ilt"il(&x o
=|:=

%! Ejercicios

I. Obtén lim /3x + 1 sise conoce lim (3x + 1} = 4.

Il. Usa las propiedades de limites y encuentra los siguientes limites si existen:

. Rl 4
1. lim{2x - 5) 6. lim 11, lim -
E— 3 =0 X — ] v — 10 000 ?I .
2. lim (6x° - 3x + 2) 7 lim 4x -9 12. lim {4x + 3)
3. lim (2x - 3)(4x + 5) 8. lim \/8x — 10 13. lm (4x% - 2x + 5)
5%+ 2 . : -
4. lim 5 9. lim (2x - 3} 14. lim {(6x — 2){4x - 5)
st g 5 100 bt o
=ik 1 . bx =3
5 e 10. lim - 15. lim
=2 Ay + 9 w—=100 ¥ k== PN =
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A

i 2% — 4 19. lim J6x — 3 S
16. lim L UL d 22, lim ——
rid B =5 X —+0 € IIEKED ) =

__ﬂx - f:- 20, lim {4x = 13¥

=0 By 1

18, lim Jf6x - 2 21, lm ——
x4 £ 1000 9

Limites indeterminados

Los limites indeterminados se presentan en las funciones racionales cuando el divisor es cero.

.
lm = =

&
X 0

Es posible evitar la indeterminacion en algunos casos transformando la funcidn en otra equivalente, para esto se recurre

a la factonzacién, racionalizacién o simplemente a la divisidn,
. ; : ; ; 0 :
Cuando tenemos que un limite que tiende a un valor y éste nos da como resultado — @ esto se le llama una
0
indeterminacién, o sea que el valor del limite no estd determinado. Este tipo de indeterminaciones es posible quitarlas
utilizando la factorizacién, esto sucede porgue al evaluar un polinomio y el resultado es cero, quiere decir que este valor
es una ralz o soluadn de las dos funciones,

g es una raiz del polinomio fix)

l ) Ejemplo

e |
Obtén &l lim =
=l ox —7]

Solucidn

Por inspeccion directa al aplicar las propiedades (4):

] 0
Im— = —
x4l ¥ =1 0

Entonces 1 es una raiz de los polinomios, x? = 1 =({x - 1){x + 1) y de x - 1 lo expresamos como:

lim (x=Kx+ 1)

=lm(x +1) =2
B—s] X —] i

X' Ejercicio

fraza la grafica y marca en ella el punto (1, 2).
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J ) Ejemplo

Obtén el siguiente limite:

Solucién
Por inspeccidn directa y aplicando las propiedades de los limites:

X2 +1 0
lirm =

¥ x =1 0

inomios, x* — 2x + 1 yde x — 1, por lo que lo expresamos asi;

Entonces 1 es una raiz de los po

lirmy U' - I_]I[x - ] =limx -=1=0

x-=3l A ] X

%! Ejercicio

Obtén el siguiente limite:
lim — =

=l we 4+ 2y + ]

Realiza su grafica para entender la razdn.

P Ejemplo

e
Determina lim —
3 AR |
Solucion

=
lyy — =

Para evitar la indeterminacion, racionalizamos el denominador:

N T T o e |
irm = M = ||rr|l 1.\;'»'( 4 ]_l =7

\.":f- -] u'l-; + 1 dnd =1

iy |

%' Ejercicios

Determina lim

. \.'_);' =
Mota: Antes de realizar los siguientes ejercicios debes de tener en cuenta saber factorizar diferencias de cuadrados y
trinomics de la forma x* + ax + ¢, con buena agilidad

Cbtén los siguientes limites si existen.
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<
A

20. '.n— -
al oy ——————
22, Ii'in_ - — i
23. .!i|j*-._ —H— -
24, .i;|j"..—' =
25.. ¥m. — ol e
e e— 27. ,'i_‘“._u =

Ho e 28 lim
12. :"5""' 29. lim — -
13, lim t - = 30. lim ¥ -
e = L
x4 5x 4 V3x =15 _ o

15. lim_—

; ) R B B iy
K=ol K= \.2 7 b W

16. lm = = 33, Im - - -
R .| S 1

a8




34,

a3

38.

40,

41.

42,

43,

44,

45,

EJE. PENSAMIENTO ¥ LENGUAJE VARIACIONAL. SEGUNDA PARTE

- 2 i X 3
|E'r'|" XU 4+ AN + £ 4 46. |||"'\I e R

Hmhmay} o gl b \Illz gt b o j-\.j

. . X 4
x> + 6x + 8 48, lm ———— =
x°—x + 30 49. Im — -
X'+ 5x 4
50. lim . - =

X% — a2x 4+ f3x — /6

T R \n';'

Limites cuando x tiende a infinito

El simbolo == no implica que nos referimos a un nimero, sino a algo muy grande o en su defecto a algo muy pequerio,

asl por ejemplo, en el siguiente limite

Mos dice que es = {infinito) pero lo que sucede en realidad al ver el limite por la izquierda y por la derecha es gue uno
tiende a menos infinito —s= y otro tiende a mas infinito +s=. Observa las gréficas y la tabla.
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1 1 Tabla

—(.56 —1.78571
148 208333
—{.4 =25

—-(1.37 —3.17500
-0.24 —4.16667

¥ =0.16 -6 75

e

-0.06 =12,

o

1.0 [ndefinidn
'I'n - 0.08 12500

e e o e e —— = & 0:16 r‘_i:-_:'j
s : 3 h 3 . i

0.48 2.083

(.56 178571

Nos dice que cuando seleccionamos una x suficientemente cercana a O entonces — es tan grande como deseemos.
X
Ahaora trataremos limites cuando x tiende a un valor muy grande. Para ello utilizaremos la siguiente regla que es
muy importante:

Para entender este limite utilicemos la siguiente tabla:

X 1 10 100 000 10000 100000 1000000 10000000 1000000000

flx)= ,‘l 1 0.1 0. 0.001 D.000 (0.00001 D.00000 0.0000001 0.000000007

Vernos que cuzndo x crece el valor de f(x) se hace cada vez mads pequeno. Pensemos gue el uno es cualguier cosa,
por ejemplo, un pastel. {Qué sucede con la parte que te toca =i lo divides entre 1, 2, 10, 100, 1 000, etc, partes?

Para evaluar un limite en una funcién racional dividimes el numerador v el denominador, entre la mayor potencia
de x que se tenga.

S0
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J Ejemplo

. Tl o L
E.’l"._’l_if"f’.‘.r:_'] ("l i T =
t>= 457 — 2% - 3

Solucidn - -
]'.': X:? X
La potencia mas grande de x es x?, por ello dividimos cada t&rmino i —— : -
del numerador y el denominador entre ésta. g A
b XE x
s 5
e —
e . o ) ; ( e : . x -x"'l
Simplifiqguemos la expresion realizando las divisiones: bm =
W 2 %
. (A I
X )'..c'

.":".P:!I:;'_‘."HJS el limite  lim = 0, si el denominador es una PDTL"'F‘ICIE Qe X Con mayor razon esie serfa Cerd mas rap dao.

T

A

Comprueba que es dierto, por tanto, todes los cocientes que tienen a x como denominador son cero,

= 5
Tt Lot 4
: X A e i i 2
lim s e o
2 rosueil)im =) A
¥, - =
X ¥
Al tabular la funddn;
X 1 10 100 000 10000 100000 1 000000 10000000
fixl= —h 07794 0./ 46413040 0./ 490/000 .7 0.74999625 0.75 0./
Cuando x toma un valor muy grande entonces f{x) tiende y
-

i 2
al valor de 0,75 = —,
4

il 3
La recta horizontal es ==
4
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%' Ejercicio
A

el S e R
Encuentra el m ———— =
Fiee T hx — 4

i ) Ejemplo

\ T et e
Cll.}tt’” t_'l lim — —
ECE .

Solucién
La potencia mds grande de x es x*, por ello dividimos cada término
del numerador y el denominador entre ésta,

Simplifiguemos la expresian realizando las divisiones:

Aplicamos el fim = 0, si el denominador es una potencia de x con mayor razo

I

este sera cero mas rapido, por

tanto, todos los codentes gue tienen a x como denominador son cero,

; 0 +0 0
m —m— = —
s | 0 l ]
Al tabular la funcidin:
X 1 10 100 1000
flx)= —f 0.2856 0.02981 0.002388

Cuando x toma un valor muy grande entonces f(x) tiende
al valor de 0.

El eje xx' es una asintota,
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N Ejercicio
[ =)

et bl O S <
lim - . = halla en sus tres formas.
B x -5

i ) Ejemplo

e i
Encuentra el lim ———— =
tom 2% — 3
- i .
Soluci6n e
2 2 F
La potencia mds grande de x es x?, por ello dividimos cada término lirm =% X X
del numerador y el denominador entre esta, e 2X - 3
£ R
5 5
5= —
o i . e A 3
Simplifiquemos la expresion realizando las divisiones: Bl — —
¥ 2 3
& g

. T T
Aplicamos el limite lim — = 0, 5
A=y X

Par tanto, todos los cocientes gue tienen a x como denominadar san cero.

si el depominador es una potenda de x con mayor razon éste serd cero mas rapido.

3 5
3 + — = 0 5
Im —=—2 = |m ———— = = = indeterminado
ke 3 3 xaw X — 0} 0
x.'-"
Al tabular la funcian:
X 1 10 100 000 10000 100000 1000000 10000000
fla) = 3 16176 | 150.786802 1500.75363 15001 150000.75 1500001 15000001
Cuando x tormna un valor muy grande entonces fx) tiende a ¥
LT '..,":j.(_,'ll "IILI‘," Eidf'.dﬂ. -
b . 5
Observa gue hay una asintota en x = - pero cuando x crece
el valor de f(x) también crece.
X
-+ + t -
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' Ejercicios
L

Encuentra los siguientes limites si existen, en forma algebraica, pero te puedes ayudar de los otros métodos.

; ¥ Bx + 9
1. lim - =
K= ¥+ 3

S 2 fﬁx + 3
3 ——t

N —yom I=

Xo—= a3

3. lim

i X ¥ 12
4. lim . =
i

5 lim —— =
X —#oa e

|

o
LA

9, lim
10. [im : =

1. im——— =

; 2x + 3
12. lim — - =
o e
ol )
13, lim —=

X —p o=

5
14. lim - -

B it i 2oL B

TN+ 4x + 3 -

15. lim
= Pt L BxY 4+ B

2xT — x —12
16. im ———— =

= Tx* + 6x + 8

94

3%’ — 3x - 28

17, lim

18.

19.

20.

21.

22,

23,

4.

25.

26.

27

28,

29,

30,

1.

32

lirry

[im
[imn
lirn

lirn

lirm

[irn

lirmy

Xk

lirn

¥

lirn

lirr

lirn

i -

lim —

lim

X'+ 2y2x o+ 2

/2
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Dadas las funciones:
fx) =x, ) = 2, f(x) = 3x, #(x) = ax
f(x) = =x, fix) = =32x, f(x) = =3x, fix) = —=dx
Hx) = x° fx) = = fix) =x*+2 f)=x-x+3

f(x) = — ) = —— ) = —— (x) =
X X

Encuentra para cada una de ellas:

e n e o =} e R i
Obtén los siguientes limites: lim m ——
Sl =] K= 4

o Ax+ b —Ax 1 , yx +h + Jx
I ———————= —— multiplica por  — =
h—=0 I 2_\: \'Ik' P '\ll.:'('

S 3 5
n —
=0 X X +4 4

2.2 ¢Por qué las medidas del cambio resultan Otiles para
el tratamiento de diferentes situaciones contextuales?

Uno de los temas que mids se utilizan en las matemndticas es el cilculo diferencial e integral, el cual se origind por el afio

de 1666, cuando sir Isaac Newton (1642-1727) desarrolld las bases de lo que hoy conocemos como célculo diferen-
cial. Al mismo tiempo, el fildsofo y matematico Gottfried Wilhelm Leibniz {1646-1718) realizd investigaciones similares,
dy
da —.
cly

ademds de que cred los simbolos matematicos que se utilizan hoy en dia para la d

Claro que no todo se debe a Newton y a Leibniz, pues desde tiempos rematos los griegos hallaron dreas aplicando
el método de agotamiento, el cual utilizas en las actividades integradoras, asimismo, conacian el método de triangu

metodo para calcular el area de un drculo, lo que implicitamente o llevd al caloulo de limites,

lacion, Eudoxo utilizd dicho
5in embargo, como se podrd suponer, esta idea no la supieron capitalizar, tal vez por ello estas concepciones presenten
grandes problemas para su aprendizaje,
Hoy en dia el célculo diferencial es la materia del cambio: velocidad y aceleracién, de las rectas tangentes, la pendi
{

ente en un punto, dreas, volumen, longitud de arco, ¥ un sinfin de aplicaciones, principalmente en todas las actividades

al r
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donde hay movimiento. Se puede aplicar en el precio del ddlar con respecto al peso, el aumento de la gasolina y del
petrélen, en las inversiones, en la optimizacion de procesos, etcétera.

La importanda del calculo radica pnncipalmente en que la mayoria de las tecnologias de hoy utilizan el calculo
diferencial, asi como en muchas infraestructuras creadas por el hombre: las grandes construcciones, las vias de comu-

nicacidn, los puentes, edificios, carreteras.
A lo largo de este libro encontrards una serie de aplicaciones del calculo diferencal e integral: agricultura, fisica,

quimica, biologia, economia, etcétera

2.3 ¢Se pueden sumar I3s funciones?, ;Qué se obtiene de sumar
una funcidn lineal con otra funcidn lineal?, ;Una cuadratica
con una lineal?, ;Se te ocurren otras?

Uperaciones con funcione
En este tema trataremos las operaciones con funciones, las cuatro operaciones bdsicas que son suma, resta, multipli
cacion y division algebraicas, por dltima, veremaos una operacidn desconocida que es la composiadn de funciones.

(*a)

Si fy g son dos funciones cualesquiera, podemos definir una nueva funcién f + g, denominada suma de fy g
mediante la definicidn siguiente.

(F+) () =FX) +g ()
£

ol . i I i
De modo semejante definimos el producto f - g y el cociente — de fy g por:
. g 5

(fg)x) =flx)g(x)

i Il- y _rf;"x
l—J{x}l . g(x)=0
g g(x)

Algunos hechos acerca de la suma, el producto y el cociente de funciones son consecuencdas inmediatas de hechos

acerca de sumas, productes y cocientes de nimeros.

i ) Ejemplos

5ean las funciones f(x) = 3x = 5 y g (¥) = 7x = 3, determina:

f
(f+gix) (fa)x) ['—]ij

]{x} Ry BN=5

(F+ )6 =F6) +9 ) () =) g [ g(x)  7x -3

=3x—5+7-3 = {3k — 5)(/x - 3)

= 10x -8 =21x* =445+ 15
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N[ Ejercicios
[ =i

Utilizando los resultados anteriores obtén:

f(5) = g(5) = f(3) = g(3) =
f(5) +g(5) = f(3) +g(3) = (F+g)(5) = (F+g)3) =

(5) g(5) = f(3) g(3) = (Fg)(5) = (Fg)(3)
f(5) f(3)) o 3
[.qf.ﬁ)] [HW] B [E]u B [}j}{” )

Composicion de funciones

|

La compaosicidn de funciones (g - f)(x) se define come g (f{x)), que se lee "g aplicado a f(x)". Es una operacién que
nos [_]E"."lll{i':‘ crear Nuevas r',_l:H_IL}r'!':"‘S

j } Ejemplo
Sea f(x) = 3x y g(x) =x* — 2x. Obtén las composiciones (g = HH(x) v (F = g)(x).
{gefiix)=g(fx))=g(3x) = (3x)* - 2(3x) = W — ¥

Observa que de la definicidn se tiene que f(x) = 3x, y le aplicarmos a g(x). Recuerda que cada x la sustituimos por
3x, y realizamos operaciones,

(fog)()=fg()=Ff(x" = 2x) = 3(x7 = 2x) = 3x" - 6

A! Ejercicios

Determina las siguientes operaciones con estas funciones:

P # 7 F
(F+ ) (3 - 49)) N )6 @0 | : Joo

1. i) = w,"'x - 3 gx)=x"+3 I X =3x—1 gix) =2 -3

2. gix)= Jx - 4 X =x+5 4. (N =4x+ 1 gix)=5x"+4

Resuelve los siguientes problemas.
1. Untrozo de alambre de 5 m de longitud se corta en dos pedazos;
una parte se dobla en forma drcular v otra en forma cuadrada,
¢) Encuentra la regla de correspondendia que relacione la
suma de las dreas "A" de las figuras formadas con el pun-
to de corte “x" de alambre, es decir, A = A(x).
By Cudl es la suma de las dreas de las figuras formadas si el
corte se hace de 2 m de uno de los extremos?
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v<

2. El propietario de una tienda de computadoras observa gue
puede vender 30 equipos cada semana a 33 000 y 50 equipos
si los vende a $2 500. Supdn que se existe una relacion lineal
entre el precio de venta "x" y la demanda "D" de compra.

a) Encuentra la regla de comrespondenda que relacione la de
manda "0" con el precio %", es dedir una funcidn O = D(x).

b) Describe el dominio y rango.

¢) {Cudntas computadoras venderd si el predio es de $2 700

por equipo?

ACTIVIDAD TRANSVERSAL

1. Una persona de Z metros de altura esta situada entre una lAmpara ubicada en el piso y una
pared fue se encuentra a 10 mode la ldmpara; |2 persona proyecta una sombra de altura b
sobri la pared, esta altura depende de fs distancia x gque hay entre la persona v |a pared

&) Traza a escala un dibujo de |a situacion del problema.

bl Mueve a la persona a diferentes distancias: 1m, 2 m, 3m, etc. Determina la altura para
cada caso.

£] Determina |a regia de |a correspondencia que relacione fa altura frcon fa distancia x,
s decir una funcitn h= klx)

d) ;Qué altura tendrd la sombra si la persona estd a 7 mde la ldmpara?

2. Supongamos gue las diferentes temperaturas de las capas de la Tierra (t) se rigen por medio
del modelo matematica t = 15+ 0.01 f, donde f representa la profundidad en metros y £ la
temperatura. Determina las temperaturas que se alcanzan a b0, 100, 150, 200 v 250 metros de
profundidad y si es creciente o decreciente la funcidn al realizar la gréfica

3. En fa Ciudad de Mexico los indices de contaminacion a |as 6 de la manana son
de 10, si dichos indices se incrementan cada hora en 5 unidades, determina un
modelo matematico que nos permita conocer € indice de calidad del aire a dis-
tintas horas del dia
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4. Se desea construir una caja sin tapa de base cuadrada recortando en las esgqui-
nas cuadrados igualves, para ello se cuentan con cuadrados de lamina de 36 cm.

5. Una persona realiza un analisis para contratar una compariia de telefonia mavil
y para ello le presentan |a siguiente tabla de precios:

[ LAl o

a) Construye una grafica entre |a recarga y el saldo total.

b} Expresa algebraicamente la funcign correspondients.

¢} jCudl es la variable independiente y cuél |z dependienta?
d) jExiste una relacidn entre gl saldo total y el total de megas?
&) ;Podrias dar un modelo matematicos para esta situacion?

fl iCual consideras que as la mejor oferta?

6. Se desea construir un tangue cilindrico sin tapa, con volumen de 400 litros para el almacenamiento de agua en las casas. Determina
una funcidn gue relacione el drea con la supedicie del cilindro.

=]



9. Un soldador sabe que una varilla de acero de 3.4 metros pesa 20 2 kg. ;jCugnto

10. El precio por kilogramo de came para hamburguesas aumentd 10% este mes

100
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7. Un conejo es perseguido por un perro. El conejo lleva al perro una veniaja

inicial de 25 de sus saltos. Bl conejo da cinco saltes mientras el perro da dos,
e 2l [:liir'l'J e tres salios avanda tanto coma I?' ;'.I'fl['-rj'jl, i I"Il':h-;'l saltos l--I[_:[i'!i!!E
gue el perro alecance al conejo? Si es asi, jcuantos saltos debe dar el perro para
alcanzar al conejo? L
e
it r
8. Una buena aproximacion al peso normal o de una persona, cuanda tiene una estatura de | A =
mas de 1.50 m, esta dada por la ecuacion p=0.9e — 100, donde la estatura £ esta dada en ]/ 38
centimetros. jCual sera la estatura de una persona cuyo peso normal es de 50 kg? Constru- 7 = r
¥e una tabla en la que se muestre la estatura de perscnas que midan de 1.50 a 1.80 m. :
[ 4
| L r...a

pesard un tramo de 2.7 m de la misma varilla?

Ahora cuesta $145.50 el kilogramo. jCuanto costaba el kilogramo el mes an-
terior? 5i el precio aumentd B% el mes anterior, jcuanto costaba el kilogramo
hace dos meses?
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11. La compania manufacturera “Sacalepunta” fabrica sacapunias. Supongamos
gua cuesta 34 hacer un sacapuntas que se vende a $6. ; Cudntos sacapuntas
deben fabricarse ¥ venderse para tener una ganancia de 100007

12. Supongamos que la agencia de alguiler de automdviles “El vechito™ cobra
5200 por dia y $2.20 por km. ;Oué tan lejos podemos viajar con $1 3007

13. Una vendedora de bienes raices trabaja por un pequefio salario mas un porcentaje por cada
casa que vende. Si su salario es de 3400 a la semana mas 3.5% del valor de la casa que
vende, jcudntos pesos en inmuebles debe vender para ganar $150000 al afio? (considera
50 semanas por ano)

14. Rubén tiene dos relojes de arena de diferente tamafio. En el primer reloj cada
centimetro clbico de arena pasa en un minuto, en &l sequndo relaj esa misma
canticdad de arena pasa en tres minutos. En ambas relojes la arena total pasa
en el mismo tiempo. Si el primer reloj contieng 27 em® de arena, joudntos
centimetros cdbicos de arena contiene el segundo relo)?
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15. En una tienda departamental se ofrece un descuento de 20% en toda la tienda v en el departamento de ropa un 50% extra. jCual
es el descuento total en el departamento de ropa? Si una persona compra un traje de $1 500, jeudnto deberd pagar por la prenda?
Da un modelo matematico que representa ¢l pago que debe de realizar la persona v compruébalo con el precio del traje

\f Ejercicio

1. Discute con el grupo y comprueba que:

{0ue sucede si se obtiene con la gréafica?

L0ué sucede si se torman valores muy pequenos por la derecha vy la izquierda?

{Cudl de los tres métodos consideras el mas importante? _

{Por qué?

2.4 Construyendo modelos predictiuos de fenémenos
de cambio continuo y cambio discreto

Continuidad de una funcion

Una funcidn f &5 continua en un punto si y sélo si cumple las tres siguientes condiciones.

a) fla) existe &)  lim f(x) existe c) lim fi{x) = fla)
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5i una o mas de estas tres condiciones no se cumplen para g, se dice que la funcién es discontinua en o

ABTAEZH® aPyoelnt
Ii\ AMNEOTI ar\"‘\p VEOTIP
2TYDXWQ COTLP X WD

; Ejemplo
Determina si la funcion f(x) = x? = 3x + 2 es continua en x = 5.
Veamos si cumple con las tres condiciones siguientes:

a) f(5) existe b) lim f(5) existe C)

3

St

f(5)=5—-3(5)+2=25-15+2= 12 euiste
b) lim f(x) = B2 _ 351+ 2 = 12 exste

Por lo gue se cumple que:

c) lim f(5) = f(5) por tanto, la funcién es continua.
b5

%' Ejercicio

Determina si la funcion f(x) =x° + 2x = 1 es continua enx = 3.

] y Ejemplo

£ o0 s Xt =2x +1 : ;

Encuentra =i la funcion f(x) = —————— enx=1 s continua?
Xt =1

Solucidn

(F-2()+1 _©
(=1

Obtenemos (1) =

Xl

N Ejercicios
L

k=1 :
es continua enx = 1.

Verifica si la funcidn f(x) =
=1

lim f(5) = f(5)

ad

. por lo que estd indeterminado, por tanto la funcidn es discontinua en
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v
Il. Determina si son continuas las siguientes fundones, si no lo son redefine la funcidn si es posible para gue ésta
sed continua.

flx) = =x, fix) = —2x, fix) = ) =x"-x+3

] 1 1
£ X = f _s.;"] = - |r[};_] = — irl"_:{:l =
( X o ¥ =2 2y =3 d4x + 5

1 Ejemplo

Dada la funddn f definida por f(x) = ]4

Encuentra lim f({x).

Solucion

Al calcular lim f(x), estamos considerando valares de x cercanos a 4 pero no iguales a 4, de este modo tenemas:

im f{x) = im(x—-3) =1

En este ejlemplo veamos que el lim f{x) = 1 perof(4) =4, portanto lim f(x) = f(4).

Este es un ejemplo de una funcién que es discontinua en x = 4. En téminos de geometra, esto significa que
hay un salto en la grafica de |2 funcion en el punto x = 4. La gréfica de funcidn consiste del punto aislado (4, 4) y la
linea recta cuya ecuacion es y = x — 3, con excepodn del punta (4, 1).

Traza la grafica de f(x).
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= |

Podemos entender gue la recta tangente a una curva solo tiene un punto en comun, para aclarar esto mostramos las

daos graficas siguientes.

}i
Esta recta toca
dos puntos de
lacurvayes
una tangente

N,

|-z2_z’/
3 P 4
o
L |
H\‘k
- '.x \‘-‘\‘
5 i -3 < 7, 0 1 2 i 4 5 1 z 3 4
/ ' :
L

31 | ¥ 1 Estarecta toca
] un punto de la ?__.a--""'
curvay noes—"
tangente

Definicidn de la recta tangente

La recta langente a una curva en & punto P (punto de tangencia) se define como la posicidn lirmite de la recla secanle

PO cuando  tiende a confundirse con P Graficamente se tiene:
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La derivada de una funcion y = f(x) en el punto
F es la pendiente de la recta tangente a la curva en i
dicho punto. Escribimos m(x) para indicar que se trata
de una funcidn de x Veamos la interpretacion geo-
métrica de la derivada con dos tipos de notaciones
diferentes:

Fx+h)—=y, &

son P (x,v. )y r'-'-'f_{x . ¥.) la pendiente se escribe como //

la conociste en geometria analitica.

v Lr .".I
frpm LA fla) ——= y /
1 2

}:’._ - X Kl

L)
e

Ahora utilizamos la notacidn que utilizaremos para el pE

calculo diferencial, que en realidad es lo mismo. 57 2 57 ¥

xR =) fx+h)—f(x) 11

X+ h—x h

Cuando f1 tiende a un valor muy peguefio tenemos la pendiente a la recta, tangente a la curva en un punto o mu

cercano, tanto como gquieras. Este es un proceso de limites por lo gue lo escribimos asi:

fl

flx+ R)Y=Ff(x)
mx) = lim i et

x)=tan o

n

que se cong

angulo que forma con la horizontal.
En algunos libros los autores utilizan Ax en lugar de la h.
Utilizando la definiaon abtengamaos algunas derivadas, para aclarar esto.

1 ) Ejemplos
1. Obten la derivada de la funcion f(x) =c.

2. Seaf(x) = c una funcion derivable, obtén la derivada utilizando la definiadn.

Solucién

Tenemos f(x) = ¢, obtenemos f(x + h)=c

Sustituimos en la definicdn de derivada.

X+ —=flx P i o B i

( ) = |lm = |lm—=lim0=0
.|l-|' - .'I-| e ||l'.I - 3

(%) = lim :

A! Ejercicio

Obtén la denvada de f(x) = 5, utilizando la definicion de derivada,

106
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Sea f(x) = 2x2 una funcion derivable, obtén la denvada wtilizando la definicidn.
Solucidn

lenemos f{x) = 2%

Obtenemos filx + i) = 2(x + h), eso quiere decir que en |lugar de la x escribimos x + h.

Sustituimos en la definicion de derivada los dos valores:

flc+ h) —Fx)

' {(x) = lim

i
=
=
=]

Realizamos operaciones, elevamos el binomio al cuadrado v multiplicamos por 2, después simplificamos:

o2kt Axh+2h-2x° - dxh +2h*
= |[im _ = |im
! f h~+2 h
! f{dx + 2h)
Factorizarnos a f: = |im ¢ <
e f

Dividimos la b y tomamos el limite: = lim (4x + 2R} = 4x

%[ Ejercicios
—

1. Sea f(x) ==3x" una funcidn derivable, obtén la derivada utilizando la definicidn,

2. Seaf(x) =-3x%+ Sx— 2, una funcidn dervable, obtén la denvada utilizando la definicion.

| } Ejemplo

izando la definicién,

Sea f(x} = — una funcidn denvable, obtén la derivada uti
X
Solucién
El valor de ¥ es distinto de cero.
. 5 |
Tenemaos fx) = —
i

Obtenemos fiix + /) =
x+h

Sustituimos en la definicion de derivada los dos valares:
fix+h)=fx) . x+h X
e = lim

F(x) = lim— :
= h

- |
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RE:‘.’:I'IJ.:]TTII’_]S Operaqones en J.‘f!l numerador;

x—(x+h £—x-h
: (x + A)x - X+ hx
= [im - ) -=i|m-{-_ ik
h— h = I|-lI
Reducimos términos semejantes v efectuamos la divisidn de fraccones h = —
]
—h
i [ _|'-I
o (x+hhx ; 17
im 4 = lim ——
h h b X + B

Dividimos la b y tomamos el limite: = lim =

% Ejercicios

Sea f(x) una funddn derivable, obtén la derivada de los siguientes ejerci

os utilizanda la definician,

1. () =2 5. f() = —2 9. f(x) =

A

Wy

2. f(x) = 6. Fl)=—

v+ |
X+ 1 X

10, f(x)

3. ) =— %

f{x) =

1. f(x) =x¥x

X Xo=a

4, fix) =x 8. flx)=-= 12, fx)=x
-

Can la definicidn de dervada podemos obtener la derivada de cualguier funcidn que sea derivable, per
casos se puede tornar laborioso. A continuacion, trabajaremos con modelos mateméticos para obtener formulas que
nas pemmitan dervar funciones facilmente.

o en muchos

Y P T SR LTRSS s
Notacion de deriva
Existen diferentes tipos de notacidn para la derivada v ellas son:

Cauchy D fx) Lagrange ' Lagrange  {'(x) Leibniz

En el mundo cientffico la mas usual es la de Leibniz, pero para no complicames |a vida ufilizaremos |a notacion de La-
grange, que considero es més didactica,

\! Ejercicios

g) Obtén la derivada de f(x) = =6, )

L
—
£l
(E

termina la denvada de f(x) = =30,
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Derivada de la funcion potencia

j y Ejemplos

Determina la derivada de las siguientes funciones utilizando 1a férmula anterior:

\I"

Ejercicios

Los siguientes ejercicios son muy importantes para realizar las derivadas de las funciones, por eso su gran cantidad.

a)

Utilizando la definicion de la derivada demuestra que:

si F(x) = kx" una funcion derivable entonces, M{x) = nk x”

En los siguientes ejercicios debes obtener la denvada de la fundion:

o
e

y=kx ¥ = nkx"

para k una constante.

donde n y k son constantes. La derivada de la funcidn constante y = £, la cual su derivada es, y'= 0.

Ln

9, p=7x
10. y=8x
1.
12.
13, y=-3x
14. y=—4x
15,
16.

-
4 e
i |
fsd
Mg
|| Il
L
™

¥ =dx

y= ¥ =-bx

e T R
-
|

y=6x y =6

Exponente entero

V=2

I
II
M

x'\.

.\_,.
e
il

£ WK
=
I}
et

B o ;o
™
1}

ﬂ,
|
L".
|
B

17
18.

19. y-=
20. |

21,
22

23. |

24,

10.

11. }

12.

y==7x

¥=-—8x
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13. p=x-
]4. }l’—_j' ¥
15. y=5

Exponente y coeficiente enteros

l. ¥= (e
p=4x
y=6x
y=T7x
y = 8x

J ==

S R S

=

« Y==0

Exponente fraccionario

l. y=x
2 y=x
3 y=x
4. y=x
5 yp=x
6. ¥Y=X
I y=x

16. y=x~"
1L y=x
1B. y=x""
B. y=—4
8. y=-3u"
10, y=-x
11. y=5%
12. y=4x
15. y=8x
14, y="7x—
B. y=x:
9. y=x
10, V=x
Fl=e=x
12, y=x
15. y=x 1
14, yv=x

Exponente fraccionario y coeficiente entero

1. y=—x-
2 y=5x
3. F=-X
4, y=x
e
6. y=-x
L yp=x
B. y=-x
9. p=x
10. y=—x
1. p=tx ¢

110

el
13,
14,
15,
16. y
17y
18. y
19.
200 ¥
21,

22

s I

y=2x 1

}"—K- :

19.
20.

15.
16.

17.
18. |

19.

=X
/

V=X

20. y-

15.

]6- :..

18.
19,

20.

23,
24,

23,

26. |

27,
28,
29.
30.

31.




EJE. PENSAMIENTO ¥ LENGUAJE VARIACIONAL. SEGUNDA PARTE

Exponente y coeficiente fraccionario (recuerda operaciones con fracciones)

s b ]
3- V= :Ix 33 s
5 g, ey 14 po= S
5 2
4. y=Xx
3 4
k! 10. y=——x 15 p=—x 4
Sy T2 T3
5 :
il Bl B -
6. y=—x = 11, y=—x" 16, y=——x
3 7 5

En los siguientes ejercicios los resultados los debes de expresar con exponentes positivos y enteros, para lo cual
debes recordar las propiedades de los exponentes.

% 14. y=4ux° 10

x* 15. y =53 ) x*
e ey F I
i y= = 16 p= 2 - 27 y=——=
X : Ji X
9 :
4, y= = T 8 28, y=— 2
X : fx

131 l:r"T : = 29_ == =
19. ¥= - = 30. ¥= Wy

A" 2. y=——-= |
X 32 y= y

10, y=+x2 } 35. y= — 7

s 23, y=-—-= :
11, y=3" x 36, y=-/vu"

12, y="x’ 24, y=-2 = 37 y=-2W
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3 : ,
I8. _|r"__ T = 41. :r"'__ T = 44. :.___ -
WX L i 5*-.'2): 5
5 o
3% fE = AL Y= 45, y=v23 =
W Uy

4 = 5
40, y=-—m—= 43, y=—- - 46, y=— =

Derivada de

a funcion suma

Sean f(x) y g (x) dos funciones derivables, la derivada de la suma de las dos funciones es: f'(x) + g "(x).
Por lo que decimaos que la derivada de la suma de dos funciones es igual a la derivada de cada una de las

funciones.

I ) Ejemplos

Obtén la denvada de las siguientes funciones.

. y=242+3x+5 y'=dx+3+0=4x+3

e O , 6 1
X3 — —x7 4+ ¥ yi=5x — —x +

2,-*5
LA

-

= 22X

Af Ejercicios
Determina la dernvada de la suma de funciones.

1. fix)=x-2 12. i) =—x>— 3 el 21, flx)=1dx*+5x -3

2. fX)=3x-4 7 22. f(x) = 14x" + 6x* — 4x
i T PR s T _ e

3. f(x)=x° w2 gty 23, fx)=ax"+Tx* - 13

4. f{x:‘ =yl - Ty A e dnle ¥ ﬁ\'x 1 24, fl:).'j =9x"% 4+ Vx5 — 3x

5. f(x) =3 — 45 + 3 ) 25. f(x)=9x7-3x"-3x7-x+5

15. p=——x% — e
6. Fx)=x>+5x+5 ¥ 2 i 26, f(x) =

£ - 2 T A
T oHx)=x"+4 20"+ 16. f(x)=x-4 27. f(x)=Lx7 -
2

B flx)=x"+5x"+15 17. fix)=4x-5
- : 2B. y= W +W°® —W®
9. fix)=x"+5x" —x" 18

) = 242 g ;
29- jr" el + '\x.. + I—J—

10, fx =25 +6x" =5 = | 19. If(k.:l_x_ S X i

11. .'r{a-}-.:_-q_x—'__ ._x=+.£_>: 20. f{x) =4+ 2x =5 30. p=— = Wy ?
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Derivada del producto de dos funciones

Sean las funciones f{x) y g(x), derivables en un intervalo, la funcidn (fg )’ (x) es denvable en ese intervalo.
Df-g)x)y=F"x)gx)+{f(x)g '(x).

Otra forma de escribirlo es:

Si f(x) =uyglx) =v; uyvson funciones de x. Escribimos: D (uv) = wv' + u'v (a)

' } Ejemplo
Obtén la derivada de la siguiente funcién: f{x) = (2% — 5)(4x + 3)

Lo primere que conviene hacer es determinar cudl es vy "v" y
obtener la derivada de cada uno.

U=2x-5 =2

x

=45+ 3 =4

Al sustituiren D (uv) = u'v + uv’
= 2(4x +3) + 4(2x - 5)
=8+ 6+ 8x-20 A
= 16x- 14 C RN

A\l Ejercicios
. Obtén la derivada de la siguiente funcion: f(x) = (x = 3)(x + 5).
I. Obtén la derivada de las siguientes funciones.
L fix)=(03x+B)x+7) 12 F(x) = (2% + B)(4x + 4)
fx) = (x* +x)(6x + 1) 13, f(x) = (¥ +8)x+7)

f(x) = (* + 5)(2% + 5) 14. f(x) = (6 + 1% +x)

oI

s [ | 4 . AN
fx) = (8" +2)(2x+4) 15. F(x) = (2x + B)(* + )

- 1

fix) = [4'-5,»;' i £] [x W’ + 8] 16. £(x) =0 + )65 = 2)

.{{X] = {9}" = 2}(2)"‘ + 4] 17. ."{!c]l ;- {53(' i '_}le{',_:!x" +5)

£ Y - ' =R - JE i i . 2
Fx) = (7 + 8)(4x* - 3) 18. f(x) = (6" + 2¢7)(3x + 4)

, (

For) = [n® 4+ 8]+ 7)

)=\ ?JH ik 19. f(x) = (5% - 4)(3%" - &x)
fx) = (Bx —x)(2" +x) ( ;

S v ® oy o v

: i : 20, flx) =T’ +2)(2e+4)+ 25 -3
fx) = [r + Ei}{x+ M) —dxi—-5 \ J¢ :

11. f(x) = (8x+ 2)(2x + 4) 21, f()=f ¥ —— (b +3% )
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<

erivada del coclente ge dos TUnciones

fix)

T

Sean f(x) y g (x) dos funciones derivables, entonces e una funcion derivable.
g (x)

5 [ 1y o 98 100 ~F) g'x)
| ey = it
1

|.-"_
\g gi(x)

Otra forma de escribir la denvada del cociente: 5i f(x) = u y g = v; funciones diferenciales escribimos:

; ) Ejemplo

s LY " ;
Sea f(x) = ———. Encuentra la derivada:
45
Solucion
Definirmios U=3x+2 L=
=

V=xi4+5 vi= 2x

Sustituimos v realizamos operaciones.

3(x2+5)—2x(3x+2) 3+ 15-bri-4dx Ix'-Ax+15

p[4]-
) J {.k" 4 5] (% + By {J‘,_. + 5}

I
u
5
LW

%! Ejercicio
m—

e Sx—1 ;
Sea f{x) =- . Encuentra la derivada.
254 =4

! ) Ejemplo

El ek : qx =3
Calcula la denvada de y = —
SxS—2x
U=4dx -3 u =4

V=55 = 3y vi=1x=3
Al sustituir en la férmula de |la denvada del cociente:

p[4] . 40X -3 - (@x-3)(10x~3) _ 20x" - 12x-40x* + 12x+30x -9 _ —20x*+30x -9
J (5x2 - 3)? (5x2 — 3)° (Sx%=3)
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N Ejercicios
-y
Obtén la derivada de las siguientes funciones:

X2 =1 By — 2 : X—6Bx+9
1o ifx)= 1 fx)=— 13. fix)=

x4+ 1 w =5 x+3

™ i . ) 1
2. f() = Ax 2 G0 = ¥=19 X+ 3

16. fx) =

[ T s e SR B SRRy T T 1 i e
Uerivada de una composicion de funciones
También conocida por |a regla de la cadena, se utiliza para funciones compuestas
[ -dﬂ " I-|,- 1y f e deamg —\.| T "J Srtrreee
Si g es derivable en x v f es denvable en g {x} entonces:

(f=g)y0)=F{g(x)) g'(x)

Combinaremos la regla de |a cadena con la regla de la potencia. Si p es cualguier ndmero real y u = g (x) diferenciable,
entonces:
d dlu . ,
{u)y=nu"'— o bien fey=u"  Flx)y=nu"'u’
dax dx

!  Ejemplo
Obtén la dervada de la funcion f(x) = (3x = 5)°

Solucidn

Definimos u = 3x — 5, por lo que su derivada es o’ = 3.

Sustituimos en la formula:

fixi=u" i) =i’
Fx) =53 = 5)4(3)

f(x) = 15 (3% — 5’

X! Ejercicio

Determina la dervada de la funcion f(x ) = (9% = 7)%
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| =
R4

Ejemplo
Obtén la denvada de la funcion fx) = (4x3+ 8)'0.

Solucién
Definimos i = 4% + 6, por lo que su derivada es v’ = 12x%.

Sustituimos en la fommula:

) = u

f(x) = 10(42 + 6)°(12x2)

f(x) = 120x% (4x* + B)°

v FEjercicios

Encuentra la derivada de las siguientes funciones.

B. y=5(55*-'15)
7 y= -}-.4 16x I

l 3 g
B. y= : - O

| Bx i

LW !-I
2 3 ]
9. f(x)=| | x-l’j| S i |
ki N 2

10, y=| 2x == | 2

| 2 |
1. y=(x = 3)

116

12. i

13.

17 f

19,

20.

filx)=nu"-

5 I:x )=

JPI:.I] -

flx) =

.'rlfx] =

o

P 8 Wi
(3x?—5)
2x+1
2x /

VY =5
T =2 :
(3x-1)
4x —_‘_:l‘,_,'l
Ox — 1
(Zx*=1)
?‘::\’ .
55—-9 . .
— [ A" — 7
Ay

W (2x - 1)Ex

(x —dx Y (2% = 1)
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ACTIVIDAD FORMATIVA CON TIC

Lee el articulo que aparece en el siguiente link:

http:/ v scielo.org.myy/sciela.php?script=sci_arttext&pid=51665-=24362011000300002

Actividades a realizar.

1. Lee 2l articulo v escribe las palabras gue no entiandas, v busca su significado.

2. Una vez cubierto el punto anterior, contesta las preguntas siguientes,
g En el articulo propuesto, jcudl es la idea del autor al escribirlo?

& jCon el resumen obtienes una idea clara de lo gue trata el articulo?

¢} jPara qué se utiliza la palabra clave?

di ;Como consideras el articulo, muy elevado o adecuada para ti?

gl jGeométricamente qué significado tiene para ti el concepta da valor absoluto?

f1 Escribe la definicion formal de limitea.

gl Interpreta graficamente la definicion de limite ¥ escribela con tus palabras

h jLa preparacitn que tienes en este tema te permite entender claramente los conceptos planteados en el tema “Limite de

una funcitn en el infinito™?

1) Realiza la actividad gue se propone en el lema “Limite de una funcion en el infinito”

J1 Contesta la cuestidn 1

k] Lacuestion 4 se refiere a la defimicion de...

/) Cudndo se habla de limites laterales se refiere a zgué tipo de limites?

m) Explica con tus palabras la cuesticn B,

) Usando la simbologia de limite, jcomo escribirias la cuestion 87

dl Contesta la cuestion 10,

o) Al final del articulo aparece la liga anexo antes de agradecimientos, utiliza |2 liga y contesta el cuestionaria.

vt vl T
L r f
1] & &
[T o o .
Y N
i : 4
op-=l,  gele8e L p i, B gr=od £ yalnx
|
¥eo i
1 Sy 1 .
& b B .70A
-1 T ' L L s . -+ Rl i .
’ 1 =] W 21 a | L # 1 e =
- | p,
X, pﬁi‘
# #
| |
fa=1 .
' ta=<1) (a=e)
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v<

CIERRE

EVALUACION SUMATIVA

I. Encuentra los siguientes limites utilizando el método de tabulacion,

1. Im(3x*-x+5)=

Il. Encuentra los siguientes limites utilizando las diferentes propiedades.

1. lim (3x

i'_]]l

1l
Ln

2, lm (Bx =9) =

5y

. xt =9
I lim—— =
=3 2y — B

&8,

fix + ) = fx)

1. Determina lim
1. flxy=2x-1 2,
IV. Determina si son continuas o no las siguientes funciones
1. Fl::x}_,k"+_s;_b 5.

V. Indica el punto o puntos donde la funcidn no es continua,

1. ff;;j = n..k e =

. ] =
X +9 X° =325

lirr

]

= para las siguientes funciones.

Bx° + 5

e+ 2x o+ 2

L

2x — 3
5 f(x) = ————
X —Bx +9

4. Escrbe las condidones gue debe cumplir una funaon para que sea continua.

5. {Qué diferencia existe entre obtener f{a) v el limite de la funcidn?
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1. AUTOEVALUACION

Aspecto a eualuar

Eucelente

Bueno

Regular

Satisfactorio

Realice los ejercicios
correctamente

Trabajé en equipo

Actividad integradora
(ver puntaje)

Lectura

Trabajo extraclase

Mas de 30%
Valor: 15 puntos
Mas de 30%
Valor: 15 puntos

Valar: 10 puntos

':_:I,Ilf 1 ij."'IZ:I'Z||'if"il":f".L,E
mas de 90% de las
preguntas.

Valor: & puntos

Realicé todas mis tareas.

Valor: 5 puntos

Entre B0 y B3%
Valor: 11 puntos
Entre 80 y B3%

Valor: 11 punitos
Valor: 7 puntos

':;I"l[".l_il-'::". -Z_':,'f'l.“.l'lhif.":l'_"l'l:lj
entre B0 y B%3% de las
preguntas.

Valor: 4 puntos

Realicé B0% de mis
lareas.

Valor: 4 puntos

Entre 70 y 79%
Valor: 7 puntos
Entre 70 y 73%

Valar

Valor: 4 puntos

Contesté correctamente
entre 70 v 79% de las
oregunias.

Yalor: 3 pumos

Realicé 6B0% de mis
lareas.

Valor: 3 puntos

Menos de 70%
Valor: 3 puntos
Menos de 70%

Valar: 3 puntos
Valar; 2 puntos
Contesté correctamente

menos de 70% de las
oregunias

Valor: 2 puntos

Realicé b0% de mis
lareas

Valor: 2 puntos

Suma de puntos por
columna

Total de las columnas

De 45 a 50 puntos

De 40 a 44 puntos

De 35 a 39 puntos

Menos de 35 puntos

2. AUTOEVALUACION DISCIPI

INAR

Revisa la actividad v contesta el dominio que tienes de los siguientes conceptaos.

Concepto

Lo domino

Mo lo domino

Propiedades de los limites

Limite de una funcidn directa.

Limite de una funcidn, indeterminaciones 070 y esfes,

Continuidad de una funcidn.

Derivadas algebraicas
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TERCERA PARTE

A continuacion se presentan los elementos que definen el trabajo que vamos a realizar en este Eje.

Componentes Aprendizajes esperados

® Cambioy prediccion: elementos del Caloulo, @ localiza los maximos, minimos y las inflexiones de una gra-
fica para funciones polinomiales y trigonométricas.

Contenido central Productos esperados
& Graficacion de funciones por diversos métodos. Ilit'lﬂd_lfé; : ® Localizar en el plano cartesiano las regiones de crecimiento
cion a las funciones continuas y & la derivada como una y de decrecimiento de una funcidn dada en un contexto es-

funcidn. Criterios de optimizacidn: Criterios de localizacion pecifico. (Considerar diferentes ejemplos.)
para maximaos y minimos de funciones. @ Caleular el maximo de la trayectoria en el tiro parabalico.

Contenidas especificos

3.1 Determinar el méximo o &l minimo de una funcién mediante
los criterios de la derivada. jDdnde se crece mas rapido?

32 Encontrar los puntos de inflexidn de una curva mediante el
criterio de la segunda derivada. jCome se ve la grafica en

un punto de inflexion? ;Podrias recortar el papel siguiendo
esa grafica?, jqué observas?

APERTURA

Evaluacioén diagnostica

f(x + h)

1. Obtén el lim

a) x

£
. Obtén el lim =

h

o
a
a) U

5. Daun punto ¢
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! e
. Obtén el lim

Indica si es continua la funcidn F{x)

a} Sl es continua

c) Mo es continua
. o K=
Obtén el Iim =

g} Indeterminado by —

Determina el lim

fJ.':' - .' II.:I: &
] 2 J 0

sopa 12

el =1 ay =7

Determing el lim —=

[
L
g
[
WP
e
L

Obtén el lim sils -

(]
e
=

|'-.:| 1
L =1

La funcion f{x) =
X4 2

ag) f(=23 = lim

| .
) lim Mo existe
|

~-2 X+ 2

b) Tiene doble discontinuidad

d) Es creciente

c} -6 d)

i :| o 'y _'l |

¢} Indeterminado d) —

{es continua en x = =217 {Por qué?

d) f(=2) No existe

d) Indeterminado

=)
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Tema integrador

Deduce y aprende
El frijol {continuacion)
Apertura de la actividad

Proposito: Desarrallar las habilidades del alumne en la investigacion aplicada a la
solucidn de problemas reales

Material: Lz informacidn abtenida en |a primeara parte de la actividad integradora

Desarrollo de la actividad

1. Con los equipos que se formaron continda el trabajo de la primera parte.
2. Mo olviden gue tienen que integrar én el portatolio de evidencias todo 1o relativo a la investigaciin

3. El proyecto se divide en dos etapas: La primera es la documental y la toma de datos. La segunda es la presentacion de la informacion
v del provecto.

4. La primera se realiza con la primera parte v la segunda la realizards en esta cuarta parte
Etapa de investigacion documental

= Historia del frijal. = | afamiliz a la que pertenece

Los diferentas tipos da fnjol que existen en el mundo, en Amérca y en México.

Laos valores nutricionales * |mportancia ecocnomica.
* Cultivo » [ s fartilizantes

= |as plagas que lo afectan. = [Ficétera.

Investigacion de campo

= [lecada una de las clases de frijoles gue sembraste realiza su tabla v su gréfica, preferentemente todas las gréficas deben de ser en
un s0i0 prano oe coordenadas cartesianas,

s Al formar tu portafolio de evidencias, no se te olvide incluir las evidencias, como son fotografias, videos, etcétera,

Cierre de la actividad
Contesta las siguiemes preguntas:
1. Tomando en cuenta el intervalo de tiempo para realizar la toma de las mediciones de cre

cimiento de la planta de frijol, realiza los cocientes de la razdn de cambio, los cuales
determinan la velocidad de crecimiento

Donde £ representa el crecimiento de la planta (f} final, (1] inicial y frintervalo de tiempa
en horas,

2. Determina enqué intervalo de tiempo el crecimiento de la planta fue mayar
3. Determina en qué intervalo de tiempo el crecimiento de la planta fue menor.

4. Realiza la presentacion del proyecto
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Apertura

Desarrollo

Cierre

= Formen eguipos de cinco
alumnos

e |eanla secuencia didactica
gue se plantea.

¢ fAnalicen |la actividad que se
plantea.

Formen su portafolio de evidencias

Analicen la informacion abtenida de la
investigacion.

Disefien los instrumentos para agrupar 1a
infarmacion gue Se requiers

En equipo discutan la forma de realizar la
Investigaciin documental,

En equipo discutan los tipos de frijoles que
sembraran

Discutan en equipo como realizardn las
actividades para la siembra de los frijoles.

En equipo discutan las condiciones del
EXpErimento.

Analicen la importancla de realizar
gste tipo de proyecios y anoten sus
CONCINSIONES

Determinen los instrumentos de
presentacion grafica.

Recuerden incluirios en la presentacin de
la informacion

Escriban en el cuademo el analisis gue
hicieron sobre la situacion diddctica

Tracen un mapa mental.

Realicen la toma de datos, consistente en
medir el crecimiento de la planta dos veces
al dia a la misma hora

Elaboren una tabla con los datos
obtenidos

dia/ hora, crecimiento.

Realicen una comparacion del crecimiento
de cada una de las plantas v establezcan
las causas de estas diferencias.

Tracen una grafica del crecimiento de cada
una de las plantas.

Realicen una presentacion del proyecto,
an el que s incluyan las evidencias
formuladas al utilizar fotogratias, video,
stcétara,

Anoten sus conclusiones.

Rubrica para evaluar la secuencia didactica del tema integrador

Actividad: Documento

Instrumento: Ribrica

Aspecto a Excelente
evaluar ()

Bueno
(3)

Satisfactorio
(2)

Deficiente

(1)

Realiza una investigacion
completa de la situacion.

Analisis de
la situacion
didactica

Hay orden en los
contenidos, los
argumentos que
presenta estan hien
fundamentados y
sUs conclusiones son

Desarrollo
del tema
integrador

124

Realiza una investigacion
clara y convincente.

Hay orden en los
contenidos, los
argumentos que
presenta estan bien
fundamentados. Sus
conclusiones no son

COMre

La investigacion no es
clara y sdlo se presentan

recortes de paginas weh.

Mo hay orden en

los contenidos, los
argumentos que
presenta estan bien
fundamentados. Sus
conclusionas no son

conr fas,

La investigacion es
deficients y no apaorta
conocimientos claros.

MNo hay orden en

los contenidos, los
argumantos que
presenta no estan bien
fundamentados. No tiene
conclusionas.




Aspecto a
evaluar
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Excelente
(4]

Bueno
(3)

Satisfactorio
(2)

Deficiente
(1)

Presentacion
de resultados

Realiza una presentacian
por escrito de la
infarmacian por

medio de graficas, sus
conclusiongs son claras.
Presenta los datos de las

cinco plantas de frijol

Realiza una presentacion
por escrito de la
informacion por

medio de gréficas,

sus concly
gscasas. Pres
lo menos o
cuatro plantas de frijol.

por escrito de la
informacion por
media de graficas, s
COnG uﬁiurh‘::-; ng son
claras. Presenta par
MENos :ii,l|ll_'l:' ae
plantas de frijol

15 50N
ita por
r'll

0% 0e

Realiza una presentacian

us

Realiza una presentacion
por escrito de la
informacion por

media da graficas, sus
CONCILSIONES No 500
claras. Presentados o
menos plantas de frijol

in

Rubrica para evaluar |a secuencia didactica del tema integrador

Actividad: Fxposicir

Instrumento; Ribrica

Valor: 40

Criterios

Estandares

Presentacion

Cualidades de la
expresion oral

Tiempo

Material de apoyo

Destaca su prganizacion y
comprension del proyecto. La
exposicidn fue clara. El grupo
SIEMNE g mterasd Jar el tema.

Valor: 15 puntos.

Correcta diceidn, volumen
adecuado; establecid contacto
visual con el grupo; empled
correctamente el lenguaje
kinésico y proyectd

ncurri en el uso de

confianza. No
F

mulet

15

Valor: 15 puntos.

Durd el tiempo asignado

Valar: & puntos.

Fresentfl lenguaje icdnico

para raforzar lo expresado
verbalments. El material contuvo
palabras acordes al nivel del
receptor y ortografia. Colocd
solamente s datos relevantes

Valor. 5 puntos.

Fue adecuada v con cierta
organizacion. El grupo pudo
entender la mayor parte de lo gue
se dijo

Valor: 8 puntos.

Demostrd poca confianza ya qua
evitaba el contacta visual con

el grupo. Empled correctaments
el lenguaje kinésico
Ocasionalments 52 obsemvd el
uso de muletillas. El volumen fue

aliECLIaln,

Valor; & puntos.

Durd, aproximadamente, el tiempo
asignaco

Valor: 3 puntos.

Presentd lenguaje icdnico, pero
el material estuvo recargadao
e informacion. Tuva errores
ortograficos. Contuvo palabras
acordes al nivel del receptor

Valor: 3 puntos.

Presentacion mal preparada
Informacidn desorganizada e
ingompleta. Bl grupo no prest
atencion a fa ¢

WPOSICion

Valor: 4 puntos.

Demostrd inseguridad, empled
muletillas; usd un volumen bajo
de la voz v no se observd control
del lenguaje kinesico.

Valor: 4 puntos.
La presentacion fue muy breve o
muy pxtensa

Valor: 1 punto
Presentd material con ausencia de
lenguaje iconico. Contuvo eroras

ortograficos y descuidd el nivel

del receptaor.

Valor: 1 punto
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Que el estudiante relacione conocimientos de diversas disciplinas para estructurar ideas, argumentos y crear modelos gue den solucidn
a problemas surgidos de la actividad humana aplicando el razonamiento, el andlisis e interpretacion de procesos infinitos que invalucren
razones de cambio.

* (raficacion de funciones por diversos métodos
# [ntroduccion a las funciones continuas v a la derivada como una funcidn.
* Criterios de optimizacidn;

» Criterios de localizacién para méaximos y minimos de funciones

¥ . “
Pl - 1 = N T B B g I T e
_'|I.||-|||I L ol ild

o de aplicaciones que se tienen

El calculo diferencial es una de las herramientas mas importantes en el mundo cientifice por el sinndmera de

en todo proceso de cambio. Asimismo, el céloulo diferencial o aplicaras en todas las cosas que sufren cambios de posicion, por ejemplo,
en la determinacion de la velocidad con la gue cambian los virus de una enfermedad, los cambios climaticos, |2 variacidn de la moneda.
lambién podras caloular los maximos y minimos de funciones para la optimizacidn de diversas situaciones.

Actividad socioemocional

En el trabajo:
1. iCudl es la forma de trabajo que mas te agrada?

2. (En cudl de ellas tu atencion es mayor?

3. (A gué lo atribuyes?

4. {Te consideras un alumno disperso?
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DESARROLLO

3.1 Determinar el maximo o el minimo de una funcidn mediante
los criterios de |3 deriuada. ; Ddnde crece mas rapido?

Comportamiento de una funcion

Se dice que una funcion y= f (x) es creciente en un intervalo | = (g, b) \
5i 5e verifica que: N\
i B,
f'{x) = 0 en un intervalo /, entonces f es creciente en ese .;-;__"‘ Y
intervala, - ¥ =
" . .

f'{x) < 0 en un intervalo 1, entonces f es decreciente en ese

i 1
intenvalo. \,\ K
AT v

! ) Ejemplo

Determina si la funcidn y = x* — 7x + 2 es creciente o decrediente en x = 2,

Solucion
Lo primero que obtenemos es la derivada: pi=2x-7
Evaluamgs la funcidn dervada en x = 2: yi'=2(2)-7=-3<0

La funcién es decreciente en.x = 2, ya que la derivada de |a funcidn en este punto es negativa.

\' Ejercicio

Determina si la funcidn y = x*+ 5x — 3 es creciente o decreciente en x = -2,

j ) Ejemplo
Encuentra si la funcion y = x* + 5x — 3 es creciente o decreciente en x = -4,
yi=3x+ 5
Enx =4 tenemos que el valores y'= 3(4 + 5=53

La funcién es creciente en x = 4, pues la derivada de la funcién en este punto es positiva.

127




LW
[_wt)

@ 3 CALCULO DIFERENCIAL
A

Ejercicios

. Determina sila funcion v = 2x® + 3x = 2 es crecente o decreciente en x = =4,

Il. Encuentra si la funcién es creciente o decreciente en el punto que se indica.

.

fx)=x-2 P2, ¥)
flx)=x-4 P4, y)
fix)=3x—4 p=2.y)
fix)=4x-5 p(=3, ¥)

Fix)=x i1, vy

I I A

fix) = 2x* pl=1, ¥}

=1

fx) = 3x% - 3x p(8,y)

lll. Determina los intervalos de crecimiento de las siguientes funciones.

. fix)=8¢-3

fix)=-2x-5

Flx) =

fix)=x

voE W

Fix)=x"+ 2%

hoA
Sea una funcidn y = f(x) continua en el intervalo / = [g, b],
se dice que la funcién y = f{x ) tiene un maximo relativo en
el punto x e |, si se verifica:

flx=My=fX)>flx+ ) —m—

0 sea que f(x) es el valor més grande en ese intervalo que
puede tomar la funcién.

Se dice que la funcion y = f(x) tiene un minimo rela
tivo en el punto x e/, si se venfica:

£ Yo Ew o e o By - N
,{_r’—,"‘l_, -’.':.f} <1 .,'{'-—.h__,'

0 sea que f(x) es el valor mas pequeno en ese intenvalo
gue puede tomar la funadn,
Observa que la recta tangente a la curva en donde
estan los puntos masimo y minimo tienen pendiente cero.
Para obtener los maximos y minimos de una funcdn
en un intervalo utilizarermos dos métodos: el de la primera

dervada v la segunda derivada.
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B. flx)=x-4

9 flx)=3x"—4dx+3

10, fix)=dx? 4+ 2x=°

11, fix)=3x —3x

12, fix)=x -4

13. fx) =3x5 — 4x +

R

3

14. flx)=4¥%+2x -5

6. fix)
7 fix)
8
9

flx) =

fx)=x"-3x-4

10. fix) ="

Viaximo y minimo relativos de una funcion

Ay =1

el
Pl ¥}
(B, ¥)

P8, ¥)

i)

(3. )
p'l:jl' .:"’:I

-

} :.J I -:'J. i -3 I ;ll é j\l
___________ —\_,_______ s ||
— [
Y ||
\ |

T _*U
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a primera derivada

odo de
A

v

 gste en e T
iguale a cero y se resuelva. Estos valores que obtenemos pueden

curva y deseamos gue
Gld 5

debe ser cero, de ahi que &
minimo; para saber esto, damos valores antes y después y utilizamos el siguiente criteno:

Serd maximo sila funcidn cambia de creciente a decreciente
l.l.:':'_TE_Ef_ II_'!"I|II" a crediente

t4 minimo si la funcidn cambia o

P Ejemplo
Obtén los mdximos y minimos de la funcon y = 2x2 + dx — 3.

Solucion
Obtenemos la primera derivada: y=dx+4
Ax+4=0 y

lgualamos a cero la primera derivada:

Resolvemos la ecuacian:

Metodo de
Este método se basa en obtener la primera derivada de la funcidn, puesta que es la pendiente de la recta tangente a la
| punto més alto o bajo; la recta tangente debe ser horizontal, o sea, que la pendiente
ser el médximo o el

Damos valores antes y después del =1, éstos pueden ser
2y 2. ol I :
'\
)
1
\

Evaluamos en la denvada:
AL/

(=20 =4(=2) + 4 = =4 < 0, la funcidn es decredente.
&

F(2)=42)+4=12 =0 la funcidn es creciente.

Observamos que la funcion cambia de decreciente a cre
ciente, por o que hablamos de un valar minimo. el cual
se encuentra enx = - 1. Para obtener el punto, evaluamos
la funcidn en ese valor.

V=2x'+4x—3

y=2(=1)% + 4(-1)
y=2-4-53
y=-5

Per tanto el punto minimo es P(-1, =5), localizalo y marcalo con color rojo, en la gréfica

5=

-

= 2K+ 4x — 3.

%" Ejercicio
—

Obtén los méaximos y minimos de la funcién y

o el minima.

lraza la grafica y la tangente donde esté el maximo
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1 Ejemplo
Determina los puntos maximos y minimos de la funcidn y = x% — x%
Vi=3x"— 2

Obtenemos la primera derivada:
@) lgualamos a cero la primera derivada - 2x=0.
B Resolvemos la ecuacion; x3x=2)=10.
c) De donde las soluciones son: x=0 ¥ JAx=322=0,
e

Podemos resolver la ecuacion de segundo grado por cualquier método,

d) Damos valores antes v después del O y de
Para cero, los valores gue tomarmos son

O Oy

¥ para la segunda so

Evaluamos en la denvada:

Obsernvamos que, en el primer cambig, la funcién

paso de crecente a decreciente, por tanto tiene un
valor maximo (cern), en el segundo la funcién cam-
bit de decreciente a creciente por lo que tenemos un
valor minimmo (dos tercios).

ntrar los puntos sustituimos en la ecuacion:

Fara enco
y=xt—x1 5y
Punto maximo Punto minimo

y=03-0t=0

El punto m&amo es (0, 0); el punto minimo es;
(2 4] _ . .

P=| =, ——|; localizalo y mércalo con color rojo
S 27

en la grafica.

130

| v 0.5. Este valor tiene que ser menor de

1) =301 = 2(1) =1 > 0; la funcidn es creciente,

lucidn 0.5 y 1. Los valores gue se toman deben de ser cercanos a los valores criticos.

(=11 =3{=1)* = 2(-1) =5 = 0 la funcion es creciente,

f(0.5) = 3(0.5)% = 2(0.5) = -0.25 < 0; la funcidn es decrecients
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N Ejercicios
-y

Encuentra los puntos maximos v minimos de las siguientes funciones, utilizando el método de la pnmera derivada.

1. fix) =%’ 6. flx)=x—6Bx*+16 11, fx)=x*—dx -1

2. fix)=x+2x T M)y =x=9%"+ 24 =7 12, fix) =2 +3x"=12x=7
3. flx) =3x7-3x-5 B. f(x)=x° 13. fx) =20 —6x+5

4. fix)=x=-3x*=-4 9 f(x)=x*—dx 14, f(x) =20+ 3x* = 36x + 12
5. =f(x)=x + 12x° + 45x - 52 10, fix)=2%%+3x-4

Ar

Método de

a segunda derivada

Este método consiste en obtener la primera y segunda derivadas. La primera derivada se iguala a cero y se resuelve, los
valores obtenidos se sustituyen en la segunda denvada y se utilizan los siguientes critenos:

a) Sielvalor obtenido en la segunda derivada es mayor que cero entonces éste es un valor minimo
B}  Si el valor abtenido en la segunda derivada es menor que cero entonces este es un valor maamo.

La segunda derivada se obtiene derivando la primera derivada

3 ) Ejemplo
Obtén los maximos y minimos de la funcién y = x*.

g) Obtenemos la pnmera y segunda derivadas: ¥l =3
b} La primera derivada la igualamos a cero y se resuelve; 2x=0 entonces x=0
£) Este valor se sustituye en la segunda derivada y se utilizan los critenos correspondientes.

L

Como este valor es mayor que cero entonces s un valor minimo
Cuando tenemos una ecuacidn de segundo grado, la segunda derivada es una constante, con lo que nos
indica de inmediato si hablamos de un minimo o un maximo.

f Ejercicio

Obtén los maximos y minimos de la funcion y = 3x2

j } Ejemplo

Determina los maximos y minimos de la funddn y=x* —=x* + 2
a) Obtenemos la primera y segunda derivada: TREE T G Yy =Bx—2
b) La pnmera derivada la igualamos a cero y se resuelve, Ix?=2x=0

x(Ax-2)=0
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de donde se tienen dos soluciones:
i

|
=

Utilizando los critenios: cero es un valor maximo y

CALCULO DIFERENCIAL

O ot
"=p| = |-2=2>0

Este valor se sustituye en la segunda derivada y se utilizan los cnterios comespondientes.

p'=6{0)-2=-2<0 Y=
L3

es un valor minimo.

Para encontrar los puntos sustituimos en la ecuacidn:
y:x"'x"lz g
s = o [
Punto maxama Punto minimo al
: ‘ |
. 2 F [
p=0' -2 +2=2 ;,r=|---!—|---- +2 <111
. 3 i ! 3 ; . |
| ¥ |, p, i II|
8 (4) 50 -
p=| —]| - --‘42:-;_- J.J,,_,r"l
P Bl 27 4
\ S /
El punto maximo es (0, 2); el punto minimo es: SRR T T | i a
Fogs ety /;:
& & ¥ S e e e : P
| et s localizalo en la grafica y marcalo ]
| 5" 27 | [ ]

con color rojo.

Si revisamos los criterios de la segunda derivada;

a)

Si el valor obtenido en la segunda derivada es = 0; entonces éste es un valor minimo.

L) Si el valor obtenido en la segunda derivada < 0; entonces éste es un valor maximo.

Pero {qué sucede si es igual a cern? Trata de inferir lo gue pasa, para ello analiza la funcién

\i"

y=x

Ejercicios

|, Obtén los maximos y minimos de la funddn y = x%,
punto de inflexidn,

i

bia de sentido, el cual llamamos

Il. Encuentra los puntos méximos y minimaos de las siguientes funciones por el método de la segunda derivada.
5. flx)=—¢ + 12%% + 455 — 52

L Hx) = 3. fix)=3x"—-x"+3x-5

2 f(x)=x"+X

4 flx)=x'=3x'~3x-4

132

6. fix)=x"—6x"+

5i llegaste a esta conclusidn: Si la segunda derivada es cero entonces es un punto donde la funcidn (curva) cam

16
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T fx)=x -9+ 24x -7 10, fx)=2x"+ 2" —3x—4 13 flx) =20 -6x+5
8. f(x)=x 1L fx)=2x" =3x% + dx - 1 14, flx)=2¢ 4 3x* - 36x + 12
9. flx)=x"—4dx 12. flx)=2°+3x*—12x-7

3.2 Encontrar los puntos de inflexion de una curua mediante el criterio
de |a sepunda deriuada. ;Como se ue la prafica en el punto de inflexion?
¢Podrias recortar el papel siguiendo esa grafica? ;Qué obseruas?

El punto donde la funcion (curva) cambia de sentido, lo llamamas punto de inflexién.
Para obtener el punto de inflexion de una curva se sigue este procedimiento:

a) Se obtiene la segunda dervada, se iguala a cero y se resuelve.
b) El valor obtenido se sustituye en la tercera derivada, si éste es diferente de cero entonces es punto de inflexion

En la grafica marca con color rojo el punto méaximo y con azul y
el punto minimo. 2 [

W e T

S=8

—r——

i } Ejemplo
Obtén el punto de inflexidn de la funcién y = x°.

a) Obtenemos la primera, segunda y tercera denvadas:

e
y =t
=6

b) La segunda dervada la igualamos a cero y se resuelve.

=10
Die donde se obtienen la solucion: x=0

¢) Este valor se sustituye en la tercera denvada, si es distinto de cero es punto de inflexion, como es el caso,
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\ Ejercicios
LA

Determina los puntos de inflexidn de las siguientes funciones.

1. fixi=xr+1
flx) =5t = 3x’=

L

L TR T gt i &
Concavidades

i
e

Bx =4

fix)=x*=6Bx*+ 16

Concavidad es unz cualidad de

es una convexidad.

I
f/v x

5 flx)=x-9x"+24x -7

6. f{x)=x%+2x

. Flx ==+ 122 + 45x - 52 7 fix)=xF+x-4

g

B fx)=2=3x"+4dx =]

COnCavo,

(s
W

-

N

- Convexo *
et

N
s

L0 5
.,-r"'f
o

o

Colorea de azul la concavidad en cada una de las graficas.

En adelante diremos que es

sindnimo de concava. Indica que

9. flx)=2C+3x"— 12x -7
10, fx)=2¢"-6x+5

11, f(x) =20+ 3x2 - 36x + 12
12. flx)=x"+ 2

tiene una parte hundida, el complementario

' " e
S P
,"'r .

INCAVD ——0 | !
=t i l %

-t

v

4

concavo haaa arriba o positivo y concavo hacia abajo o negativo.

Si la segunda denvada es mayor gue cerg, la curva es cdncava hacia arriba, v si la segunda derivada es menor que

CEroD, la curva es concava

; ) Ejemplo

hacia abajo.

Determinag las concavidades de la cumva yo=

Se resuelve |a inecuacan:

134

ax =0

x>0
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Esto indica que la concavidad es hacdia amba, estd en el intervalo
cero hasta infinito. Este dato nos permite conocer la concavidad
hacia abajo que serd en el complemento del intervalo gue va
desde menos infinito hasta los valores mencres que cero v el
punto de inflexion es donde la segunda derivada es cero.

Concava Punto Chncava
hacia arriba de inflexion hacia abajo
ixi=0 lxk=10 fx) <0

Af Ejercicios

I. Determina las concavidades de las siguientes funciones.

1. fix)=x3+1 5. flx)=x' =%+ 24x -7
2. fx) =6 —3x-3x -4 6, fxl=x+x-4

3. f(x)==x"+ 12%% 4+ 45 =52 T flx) =20 3x" + dx - 1
4. fix)=x -6+ 16 B flx)=2%+3x"—12x-7

O fx)=2x*~6x+5

10, flx) =2+ 3% —36x + 12

Il. Analiza las siguientes funciones y determina:; intervalos de cecimientos, punios maximos ¥y minimos, punto
de inflexidn, concavidades y con base en esto traza la grafica de la funcidn. llumina de color azul si existen |as

concavidades.

L. f(x)=x*4x=5 5. fx)==x"=9x" + 24x -7
2. flx)=-3x"+3x-4 6. flx)=x+x-2

3. fx)=—-x"— 12" + 45x - 52 7 flx)=-3x"+4x -1

4. flx)=2¢-6x"+ 16 8 fX)=3¢+3x-12x-7

Uso del graficador Winplot

Una forma atractiva e interesante de aprender
matematicas consiste en utilizar un graficador
ya que permite que se visualicen los problemas
con lo que se logra un mayor entendimiento.
Cuando se carga Winplot aparece ls ventana
de la derecha, de la cual seleccionamos 2—dim
para realizar gréficas en dos dimensiones.

r—. W rgalenl
Wavilang  Ayudi
3o slirm

It

Ldranpr
Magpping
Planat e

Llarir {jitienz

o W PRt RadnE

Cyler

9. fix)=x-6x+5

10, fix)==20"+3x? = 36x + 12
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Ahora aparece la siguiente ventana con un sistema de ejes coordenados.

b amaie
e ] I "
o #
4
¥ Anthevts Etua = it ] &
il el
#
i o ¥
v
Gttt
anlles § e ks T s
T e 1]
fp—pz +
L ] sy
Fr— i
i<
£ boagc
L=
g it
Tmrraebss g
4 4 - 4 4 Lrpe Be—ag
it
e

Rels

gt
Becwmmdn
Eua Cferenn
[Pwr—

bttt

Tamafs Bvbnteng .
Fomtw
Bihctee

Balinie Bunciba

¥ estamos listos para analizar una grafica con la nueva tecnologia; ojald que esto te sirva para lograr un mayor entendi-
miento de esta materia que resulta muy sencilla desde este nuevo punto de vista

Observa que este men tiene una bama de herramientas la cual describimos someramente, para que te permita
realizar graficas, si deseas ahondar en el tema se presenta un mend de ayuda al final de cada mend de la barra de

herramientas.

Este menu no es dificl de entender, te permite abrir, guardar, imprimir o copiar (para pasar a tu editor de texto
compatible con Word) gréficas que ti has disefiado.
Analicernos la grafica de f(x) = x sen x; elegimos del meni ecua, y = f(x).

Tecleamos x sin (x} (puedes teclear cualquier funcion) el argumento de la funcian se coloca entre paréntesis.

v.= fiix)

X

)= (SRS

| Bloguear =l intervalo

[ hacer periddica

wink 1071734

¥ sup E'IEI 71794

ancho de lapiz |1 " densidad del dibup o caolor |

cancelar apuda

Puedes elegir el intervalo donde deseas graficar, el ancho del lapiz y el color, inténtalo,

Presiona ok.

Puedes utilizar del mend ver zoom alejar o zoom acercar para ver la gréfica de la siguiente pagina en el intervalo

[-16, 16].
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I
i —_ =
I. +
Ve Db Une Dad At hhad |
viar Pl 1
4
Tonm 51
[ - 1 |
1 I {
LI el ool el Ol I I { i |
Li#n wa-rdmng [TEEY I
E o |
Rt b i Cosla 1 TR . il
| | | -
Redit-aiar impliitos | | i
Cusdsuils .. Eiele 3 1 4
! 4
Epts i !
Y L ] ! bof it
I T

Liera las depspuaidades eplics

= ConbEr punicd

Aryude

Utillicernos el ment Una, empecemos por traza gue nos permite ver las tangentes a una curva, para ello elige tangentes
y con el botdn despldzalo de derecha a izquierda yrebserva la gréfica. Si colocas el valor de x = y enter aparece el valor
de y, ademas de la tangente a la curva en ese punto, lo puedes utilizar como valor numérico.

Una [Dws Anm Mec
; o traza
% = [0.00000
Integracion 3
y = 000000

Prebiermas de Valor Inicial

i | ¥
pado

Tahowapos | [17 =]  mavcer purio

I tecaries purtodebass | [ langertes

T langeris espesa
Ayuds ..

Ceros nos permite ver las inter-
secciones con el eje x, y el mend
de extremos los mdumos y mi
nimas. Recuerda gue las funcio-
nes trgonometricas trabajan en
radianes,
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Con ayuda del graficador contesta las siguientes preguntas;

Indica todos los ceros de la funcidn que se ven en la pantalla {once) en el intervalo [-16, 18].
ndica los maxmos de la funcion:
Indica los minimos de la fungan:

ndica los intervalos donde crece la funcidn:

Indica los intervalos donde decrece la funcion:

A! Ejercicio

Analiza la grafica de y =x* — dx* (se escribe como o — 4

Indica todos los ceros de la funcion:

Indica los maximos de la funcidn:

Indica los minimos de la funddn;

Indica los intervalos donde crece la funcidn:

ndica los intervalos donde decrece la fundon:

Para encontrar el punto de inflexidn v las concavidades utilizaremos la opcidn derivar, aparece en el inventario sinnom
bre (véase la lustracion antenar),

Cuando opnimes derivar aparece la gréfica de la derivada, cdmbiala de color para establecer una mejor relacion
entre las funcicnes.

En la ventana donde aparece la funcion, nos indica la que estd activa. Es posible cambiarla cuando se oprime la punta
de flecha
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Observa la relacién que existe entre la funcién y la funadn derivada, ve las marcas.
Con base en la grafica y utilizando los menls de ceros y valores extremos establece la relacién entre:

Ceros de la funcion denvada corresponden a de la funadn.

Maximos o minimos de la funcidn derivada corresponden a de la funcion,

Con estos datos determing, el punto de inflexion , las concavidades son: hacia
arriba , hacia abajo

ACTIVIDAD TRAMNSVERSAL »

I. 5e desea construir una caja sin tapa de volumen maximo, para elio se cuenta con ldminas de cartdn de 30 por 50 cm. Se van a cortar
cuadros en las esquinas como se muestra en |a figura.

Solucion
En el problema se pide que el volumen sea méximo; el volumen de la caja es:
V=LAh

L: largo A: ancha ¥ fr altura
El largo mide 50 cm, pero hay que quitarle 2x que son una xde cada extremo.
El ancho mide 30 cm v al igual que el largo se le quitan 2x.
La altura estara dada por el valor de &
Toma una hoja cualquiera y recorta los cuadros de 2 cm. Healiza los dobleces por lado sobre las lineas para formar |2 caja v que tengas

una mejor idea de lo que haces.

El volumen de la caja esté dado por; V=

Realizamos el producto para realizar la derivada =

Obtenemos la primera derivada; I

La segunda derivada; =

La primera derivada se iguala a cero vy se resuelve; =

De donde se obtiens: o=
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Sustituimos en la sequnda derivada y obtenemaos los valores maximos y minimos.

~Valor maxima

& Valor minimo 7

b - 7

¥ b = F,a-"#.f i
st = | /

S

S

El velumen es V=

% Ejercicios
L ¥

1.

Solucién
Determinemos el drea que se va a utilizar

Se desea construir una caja de volumen méximo. Si se tiene una ldmina de 20 x 30 cm, sin tapa, recortando
cuadrados de igual tamafio en las esquinas y doblando las cejas para formar los lados, determina las dimensio-

nes de la caja v el volumen,
Se desea constiuir una caja de volumen maximo. 51 se tiene una lamina de 40 x 40 cm, sin tapa, recorando

cuadrados de igual tamario en las esquinas y doblando las cejas para formar los lados, determina las dimensio

nes de la caja y el volumen.
Se desea construir una caja de volumen mdaximo. Si se tiene una lamina de 60 = 40 cm, con lapa, recortando

cuadrados de igual tamafio en las esquinas y doblando las cejas para formar los lados, |a tapa debe tener laterales
de la misma altura de la caja para formar una caja sellada, Determina las dimensiones de la caja y el volumen,

Determina las dimensiones que debe tener una caja de base cuadrada sin tapa con capacidad de un litro, de
tal manera que el 4rea del matenal utilizado sea minima.

es la que deseamos que sea la minima. Realiza el desarrollo de la caja,

utiizande una hoja de papel.
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Mota: Observa gque el drea es una funcion de dos vanables.

Violumen de la caja: =i ) -
For atro lada sabemos que: il P
: §

V=1 litro = 1000 cm?
Por lo gue podemos escribir:

1000 cnd=x2h e

De donde se despeja a fi: .

(9]
Y

— (
Sustittimos (2) en (1) v tenemos:

Area = wep

Sirmplificamos Area = \
S0 II|II
Derivamos la funcion para obtener maximos y minimos. i "\
700 "

Area = 4000 5" +x° A 5 Va0t b

5005 | -
Area’ = w Iuau il b
o 4000 i)
Simplificarnos = 2 ane
X

L i B L i e e e e e e e o i
1 1 3234 5 6 F 08 9 MO11131334085 161718193027 23 23 0 J5 36 2F 28 29 310

lgualarmos a cero y resalvemos la ecuacion:
= ()

Multiplicamos por x* para resolver la ecuacion con lo que obtenemos:

2x*—4000=0
x*=2000

=126
Ltilizarmos el criterio de la segunda derivada:
Area” =

'C.{_‘.-f!'ll.'_‘. L o ]LI{EI’_EE_" Ver .’_*l vaidr de X as !_'J:_'.-‘_iIEI"."-f_‘.-' d-l ‘_:.L_.l‘_-i[ltl,_,".rlr_'.l 2711 I.:j E{:":'-'I._i"li!i:'l L:.II'_"FI"."&_-',I.'JL'I ﬂ: resi ';ﬁl:ji_‘. ‘_;I::Ti:".' }I'_;IE-I|I'.I'I'_] CEF A0 CJLE:
k | ¢ B [ rl |
se trata de un valor minimoe.

Area” =

Sustituimes el valor de x en (2) con lo gue se fiene;

Las dimensiones de 1a caja son:
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lll. Un campesing cuenta con 2 500 m de cerca y desea cercar un campo gue bordea un rlo recto. En la rfbera no
necesita cerca. {Cudles son las dimensiones del terreno que ocupa el drea maxima?
Solucién

Veamos dos situaciones extremas que se podrian presentar, una de ellas es que el ancho midiera 100 m y &l largo
2300 m; una segunda opcidn sena, el ancho 100 m y el largo 1 200 m. Obsenva las figuras siguientes.

100 m
2300 m 1200 m
100 m 100 m
El drea que cada uno cubriria es:
frea = A =

El drea estd dada por la relacidn:

A = Largo por ancho

A=

¥
X ; X
Pensemas en general si x es el ancho y v es el largo el drea A= {1}
El perimetro lo escribimos asi:
De donde podemos conocer el valor de v y = 2500 — 2x
Al sustituir este valor en la ecuacion (1) A=x(2500 — 2x) = 2500 — 2x*
De esta ecuacion determinamos los valores criticos: A= 2500 = 4x
gualamos a cem y resclvemos: 2500 -4x=0
2500 -4k =0 2500 = 4x x =625

El valor obtenido de x representa el ancho = 625 m

El largo esté dado por y = 2500 - 2% = 2500 - 2(625) = 2500 - 1250 = 1250 m

El drea que se podrd cercar es 781 250 m,
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La gréfica de la funcidn es:

' 502 ' 1005 \
!

Trata de realizar la grafica con un graficador o calculadora cientifica,
o L)

Al Ejercicio

1. Un campesino cuenta con 250 m de cerca y desea construir tres corrales, uno al lado del otro, utilizando el rio
nara la toma de agua de los animales. En la ribera no necesita cerca. LCudles son las dimensionas del temreno
que ocupa el drea maxima?

IV. Determina Las dimensiones del cilindro circular recto de volumen méaximo gue puede inscribirse en un cono
circular recto de radio r= 5 y altura h = 15,

Solucién

El volumen del cilindro es V = #r? h, esta dado por dos variables r y h, para conocer una de ellas podemos utilizar la
semejanza de tnangulos.

Utilicemios la siguiente comparacion por medio de una proporcién:

(1I5-h)esalScomores5s
15 =}
lo que expresamos como sigue:
15-h r ol
15 5 g 7 i =
T p— \
de dande se puede despejar h o r, despejamos fi: i h
h=15-3r
Sustituimes en la férmula del volumen del cilindro: S = il B B |
v=narth=ar2(15 - 3r) — = —

= 15ar* = 3ar*
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Dervamos la funcion del volumen:

La cual se iguala a cero ¥ se

Amr

V' =30mar

Qors

resuelve para obtener los maximos v minimos de |a funcidn,

Vi=3ar{10=3r =0

10-3r=0

Descartamos el valor de r = 0 por obvias condidones ya que si el radio es cero no se tiene cilindro,

Obtenemos la segunda deriv

jada:

10

Sustituimos elvalorde r= ——

=
i

Par lo que el valor es un maximo.

La altura se obtiene de;

\f Ejercicios

1. Determina las dimensiones del cilindro circular recto de volumen maximo que puede inscribirse en un

v

L__.- &

circular recto de radio r = 25 y altura fi = 45.

2. Calcula las dimensiones del cilindro circular recto de volumen maximo que puede inscribirse en un cono circular

7

recto e racit r =

V. Una pieza larga y rectangular de ldmina de 30 cm de ancho va a convertirse en canal para agua. Esto se hace
doblando hacia amiba dos de sus lados hasta formar dngulos rectos con la base. {Cual debe cer el ancho de las
partes dobladas para que el canal tenga capacidad maxima?

Solucian

Sabemos que a + 25 = 30.

De donde obtenemos el valor de a =

El volumen estd dado por V=a?b

Syalturah =215

A0x — 18mr

30w — 18a

B—=5
Fa=3
5

Al sustituir el valor de g v realizando operaciones tenemos:

V= (30-2b)"b=(900 - 120b + 46") b

=4 — 12002 4
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g=30-2b
=30—15

V'=12b? — 240b + 900 f(by=(30-2b)b  f(b)=30-4b

V= 24b — 240 f(b) =306 — 267 40 = 30
: : T
by =30 -4b b="—=75¢cm =15cm
4
fib) = -4
¥
: T s e e S : t
La primera derivada se iguala a cero y se resuelve para b (es it |
una ecuacion de segundo grado). Obtenemos b=5y b = 15. riey| ||I
Sustituimos en la segunda derivada para ver los maximas e L |
ax 1 f \\ f
| F it 1Y |I

¥ minimos.
el
] ! |
SEli

El valor méximo es cuando el valorde b= 5 cm. El valor de g =

30

V"= 24(5) - 240 = —120
V"= 24(15) - 240 = 120 s ¢ SRE RRESL: f'

L
e

o

2b =30 - 2(5) =20 m.
En la gréfica podemos observar como es la funcidn.
T 8 R AP

\ —

e

S T R R R §
Lo bk R

Ejercicios
1. Una pieza larga y rectangular de ldmina de 3 m de ancho va a convertirse en canal para agua doblando hacia
arriba dos de sus lados hasta formar angulos rectos con la base. £Cuél debe ser el ancho de las partes dobladas
para que el canal tenga capacidad maxima?
2. Un alambre de 30 cm de largo se va a partir en dos pedazos. Uno de ellos se usard para construir un cuadrado y
el otro pedazo para construir un circulo, (Ddnde debera cortarse el alambre para que la suma de sus dreas seal:
d) maximas &) minimas

VI. Se desea construir un tangue de acero para el almacenamiento de gas. La forma del tanque es un cilindro cir-
cular recto con semiesferas en los extremos. El costo por pie cuadrado de los extremos es el doble de la parte
cilindrica. {Qué dimensiones minimizan el costo si la capacidad deseada es de 100x pies™?

Solucidn
Los elementos . 1
-ﬂi r=radio de la esfera
|\ -.;_,'
e o

h=altura del cilindre
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Recordemos algunas formulas que nos serdn Utiles en el problema:

("u

Volumen: Esfera V= —ar Ciinde V=ar?h
il
-
Area lateral: A= 4gr? A=2arh
. O T i
Asl el volumen total del contenedor de gas es: V= —nar?+ar*h

La funcién del costo a optimizar es igual a dos veces el drea de la esfera més el drea del dilindro.
C=2(4mr") + 2arh

4ar” es el area de las dos semiesferas que forman una esfera y se multiplica por dos porque cuestan el doble.

r© (] i ey 4 E o
Del volumen total podemos conocer el valor de h: |00x = —ari+arth
T
Dividimos la ecuacion entre s y multiplicamos por 3: 300=4r*+3r201
Despejemaos a f 00 —4r*=3rh
; 200 -4k
h ——
Ard
N S
= TR = L i : =i A00 —4r? |
Este valor lo sustituimos en la funcion de costos: C=2(4ar?) + 2mr| ———— |
| LY b,
i o ; 2 600x - 8ar-
Kealizamos operaciones: C=8ar+- :
Ar
E . 24w+ 600x — 8ar’ 16xr® + 6800 m
Realizamos la suma: Gi= =
Ar ir

Esta funcion es en la que vamos a encontrar maamaos y mnimos.

_ 4Bari(3r) - (16ar? + 600)3

Obtenemaos la primera derivada (es un cociente):
9r
e : L, MAgr*—-48ar® - 1800x
Realizamos operaciones en el numerador; C'= -
Hr
o 3 ) ; 5 96ars = 1800x
Reducimos términos semejantes e igualamos a cero: e =i}
r‘; r 1
Resolvemos la ecuacion, multiplicamos por 9r%;  96ar’— 18007 =0
R . 1B00x )
Uespejamos a r: F=——m——=a 875
S6x
r=%18.75 = 2657 pies
200 — 473 - 00 — 4{2.657 2325 —
Como h = ————— sustituimos el valor de r: h= —_— L —— = 10.62 pies
T A2H57)2 21.18
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% Ejercicio
-y

Se desea construir un tangue de acero para el almacenamiento de gas. La forma del tanque es un cilindro circu-
ar recto con semiesferas en los extremos. {Qué dimensiones minimizan el costo si la capacidad deseada es de
700 litros?

%! Ejercicios

2,

10.

11.

T2

13.

14.

15.

Determina las dimensiones que debe tener una caja de base cuadrada sin tapa con capacidad de dos litros, de
tal manera que el drea del material utilizado sea minima.

Calcula las dimensiones que debe tener una caja donde el largo sea el doble que el ancho, sin tapa, con capa
cidad de dos litros, de tal modo que el area del material utilizado sea minima,

Determina las dimensiones que debe tener una caja donde el largo sea el triple que el ancho, sin tapa, con
capacidad de tres litros, de tal manera que el drea del material utilizado sea minima.

Obtén las dimensiones que debe tener una caja de base cuadrada, con tapa, con capacidad de dos litras, de tal
modo que el area del material utilizado sea minima.

Determina las dimensiones que debe tener una caja, con tapa, de base cuadrada con capacidad de un litro, de
tal manera gue el area del matenal utilizadc sea minima.

Calcula las dimensiones que debe tener una caja donde el largo sea el triple que el ancho, con tapa, con capa
cidad de tres litros, de tal modo que el drea del material utilizado sea minima.

Determina las dimensiones que debe tener un vaso para medir la leche de forma cilindrica sin tapa, con capa
cidad de un litro, de tal manera que el area del material utilizado sea minima,

Obtén las dimensiones que debe tener una lata de aceite para automdvil de forma dilindrica con tapa y capaci-
dad de 20 litros, de tal forma que el drea del material utilizado sea minima.

Determina las dimensiones que debe tener una lata de refresco de forma cilindrica con tapa, con capacidad de
375 cm?, de tal manera que el drea del material utilizado sea minima.

Calcula las dimensiones que debe tener un depdsito para el almacenaje de agua de una comunidad con capa-
cidad de 10000 litros de forma cilindrica con tapa, de tal modo que el drea del material utilizado sea minima.
Obtén las dimensiones que debe tener un envase con base de forma cilindrica, sin base, sin tapa y con capaci-
dad de un litro, de tal manera que el drea del material utilizado sea minima.

Determina las dimensiones que debe tener una disterna de base cuadrada con tapa y capacidad de 20 m?, de
tal forma gue el drea del material utilizado sea minima.

Se desea construir una caja sin tapa v de base cuadrada disponiendo de 300 cm? de matenal de lamina de
aluminio. Determina las dimensiones para que el volumen sea méaximo.

En un edificio desean cercar el terreno que se encuentra en la parte trasera para protegerin, se cuenta con 100
metros de cerca y desea encerrarlo en forma rectangular utilizando para ello la pared del edificio. Determina las
dimensiones que permitan cercar la mayor drea y de las dimensiones,

Un campesino cuenta con 250 m de cerca y desea construir dos corrales, uno al lado del otro, utilizando el rio
para la toma de agua de los animales, En la nbera no necesita cerca. {Cudles son las dimensiones del terreno
que ocupa el drea mdxima?
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16. Halla dos nimeros cuya suma sea 25, 51 deseamos que el cuadrado del pimero por el segundo sea un maxmo.

17. Determina las medidas que debe de tener un campo de area igual a 120 m?, para que sea cercado por una
valla de alambre de longitud minima.

18. Se tiene una esfera de 1 metro de radio, determina la altura del clindro de volumen maximo que se puede
inscribir dentro de ella.

19. Se va a construir un filtro para una cafetera. Si se tiene un radio de 15 om, determina la altura que debe tener
el cono para que ésta sea maxima,

L

i
!

BEiary,

20. Considera todos los tnangulos isdsceles de 10 cm de un perimetro v encuentra el drea maxima que s pueda
tener.
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21. Se desea construir un tanque de gas para colocarlo en un camidn, el cual realizard cargas en tanques estacio-
narios de casas particulares; la capacidad debe ser de 2 000 litros (2 m* y de forma cilindrica con las puntas
esféricas). Si se sabe que el costo de las partes esféricas es del doble que la del cilindro, équé dimensiones
minimizan el costo?

22. En un aserradero se desea cortar troncos cuyo didmetro es de 55 cm. Determina las dimensiones del maximo
rectdngulo que se puede trazar en la cara del tronco.

23. Las compaiiias de mensajeria disefian cajas de envio de base cuadrada y es necesano que la suma de su altura
y el permetro de su base no exceda a 275 cm. Determina la caja de mayor volumen que se puede construir.
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24, Se desea construir un tanque cilindnco con volumen de 400 litros para el almacenamiento de agua en las casas.

{Qué dimensiones debe de tener el tanque para que la cantidad de material que se utilice sea minima?

25. Se tiene un trozo de alambre de un metro de longitud el cual se va a cortar en dos partes, con una de ellas se

formard un cuadrado y con el otro una circunferencia. éQué longitud deberd tener cada una de ellas para que

el drea que se cubra sea minima?
26. Se desea construir una lata de aluminio de forma cilindnca con tapas y una capacidad de 500 mililitros. Deter-
rina las medidas que debe de tener para que €stas sean minimas.

-

27. Halla un numero positivo cuya suma con su INVerso sea minima,

ACTIVIDAD FORMATIVA CONTIC

Lee el articulo que aparece en el siguiente link:

hittps:ffscientiablog. com/2011,/05/19/la—guerra—del—calculo—matematico—-newton—contra—leibniz/

Actividades a realizar

1. Leg el articulo y escribe las palabras que no entiendas, busca su significado

2. Contesta las preguntas planteadas.
& Seqgun el articula, jque es el calculo infitasimal?
bl Escribe la notacidn de Mewton ¥ la de Leibniz para fa derivada
¢l ;Cudles son las aportaciones de Leibniz?
d} ;Cudles son las aportaciones de Newton?
gl jOuiénes eran conocidos como “enfants perdus™
f) jOué funcidn desempenan los “enfants perdus”?
g j0ueé alcances tiene la controversia entre Newton y Leibniz?
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CIERRE

EVALUACION SUMATIVA
I. Realiza lo que se te pide
1. En un dia cualquiera toma las temperaturas de una ciu-
dad cada 4 horas. Determina la velocidad en cada inter
valo de cdmo aurnenta o disminuye ésta.
2. Encuentra la derivada de las siguientes funciones utili-
zando la definicidn:

flxy=3x-5 Flx)=3x"=5

fix) = flx}=4-5

o
s
% |

1. y=-5x 5. y=4wu?
'-'::.x v
2. flx)="= 6. y=—2
2 iy 2
3. fixy= (2 +x)(6 + 1) T )= ;-x ~ 6 !' T
k] J I-_‘ ) |
(2x* = 3)°
4. y=(5x2—13)7 g, fymin 2
x+1
lll. Denva las siguientes funciones,
l. y=(3x-75) 4 y={x - D2 + 1)
[ 2 I 3 ‘ . : :
2. y=|—x-1|| =x+1 | 5 f{x)=1{5¢+5x)
1 j I\ 2 i
- § ¥—5
3. f(x) = (4 +x)(x+ 1) 6. flx) =—
(3x =2}

V. Derva las siguientes funciones y evalta en el punto (2, y).

L y=—fil? +—0m-—

deg' N ISNGY
Tk 15951

43
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V. Resuelve los siguientes problemas.
1. Realiza la grifica de f(x) = x* + 3x — 5. Traza la recta tangente y la normal en el punto de coordenadas (2, v).
2. Determina los intervalos donde es creciente, decredients, maximos v minimos, punto de inflexion, concavidades
y la gréfica de la funcién f(x) = 2x?- 5x - 3.
3. Obtén los intervalos donde es creciente, decreciente, médximos y minimos, punto de inflexién, concavidades y
la grafica de la funcion Fix) = 2x°= 5x - 3.

4. Se desea construir un tangue de acero para el almacenamiento de gas. La forma del tangue es un cilindro cir-
cular recto con semiesferas en los extremos. El costo por pie cuadrado de los extremos es el tniple de la parte
cilindrica, {Qué dimensiones minimizan el costo si la capacdad deseada es de 500 x pies®?

5. Se desea construir un tangue clindrico vertical sin tapa con una capacidad de 100 metros clibicos. Halla las
dimensiones que debe tener para que sus dimensiones sean minimas.

6. Un alambre de 50 cm de largo se va a partir en dos pedazos, uno de ellos se usard para construir un cuadrado
v el otro pedazo para construir un drculo éDonde debera cortarse el alambre para que la suma de sus dreas sea;

d) maximas
&)  minimas
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1. AUTOEVALUACION

Aspecto a eualuar

Eucelente

Bueno

Regular

Satisfactorio

Realice los ejercicios
correctamente

Trabajé en equipo

Actividad integradora
(ver puntaje)

Lectura

Trabajo extraclase

Mas de 30%
Valor: 15 puntos
Mas de 30%
Valor: 15 puntos

Valar: 10 puntos

':_:I,Ilf 1 ij."'IZ:I'Z||'if"il":f".L,E
mas de 90% de las
preguntas.

Valor: & puntos

Realicé todas mis tareas.

Valor: 5 puntos

Entre B0 y B3%
Valor: 11 puntos
Entre 80 y B3%

Valor: 11 punitos

Valor: 7 puntos

Contesté correctamente

entre B0 y B%3% de las
preguntas.

Valor: 4 puntos
Realicé B0% de mis
lareas.

Valor: 4 puntos

Entre 70 y 79%
Valor: 7 puntos
Entre 70 y 73%

Valar

Valor: 4 puntos

Contesté correctamente
entre 70 v 79% de las
oregunias.

Yalor: 3 pumos

Realicé 6B0% de mis
lareas.

Valor: 3 puntos

Menos de 70%
Valor: 3 puntos
Menos de 70%

Valar: 3 puntos
Valar; 2 puntos
Contesté

menos de 70% de las
oregunias

Valor: 2 puntos

Realicé b0% de mis
lareas

Valor: 2 puntos

cormactamente

Suma de puntos por
columna

Total de las columnas

De 45 a 50 puntos

De 40 a 44 puntos

De 35 a 39 puntos

Menos de 35 puntos

2. AUTOEVALUACION DISCIPI

INAR

Revisa la actividad v contesta el dominio que tienes de los siguientes conceptaos.

Concepto

Lo domino

Mo lo domino

Graficacion de funciones por diversos métados.

Introduccion a las funciones continuas

La derivada como una funcidn

Criterios de optimizacion,

Criterios de localizacion para maximos y minimos de funciones
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CUARTA PARTE

A continuacion se presentan los elementos que definen el trabajo que vamos a realizar en este Eje.

Componentes 4.3 Predice el comportamiento en el crecimiento de un proceso
de cambio &n el dominio continuo (variables reales) y en gl

® Cambioy prediccion: elementos del Calculo Hamiito dlsbrets Nanabies ortaras] |

Conterids centeal Aprendizajes esperados

@ Calculay resuelve operaciones graficas con funciones para
analizar el comportamignto local de un funcitn {los ceros
de £ 'y ). En algunos casos, se podran estudiar los cam-
bios de 1 mediante la tercera derivada

® MNociones basicas de derivacion de orden uno y orden
dos (primera y segunda derivadal. Optimizacion v qra-
ficacion de funciones clementales (algebraicas y trascen-
dentes).

Productos esperados

Contenidos especificos ® localizar los ceras da fy sus derivadas hasta ef orden tres.

4.1 Reconocer las propiedadss fisicas comao posician,
dad y sceleracion y su carespondencia con da f
derivada primera y la segunda derivada de una fu
Interpretacion fisica de los puntos singulares

42 Calcular dervadas sucesivas de funciones pali
trigonométricas madiante algoritmes, no mayor a
derivada. ;Existen caminos directos para derivar? §
todos conocemos?

APERTURA

Evaluacion diagnostica

l. {Cudl es el resultado si sumamos dos funciones continuas?
b} Una funcién continua
grado ) Una funcidn ntinua

a) Tercero

d) Cuarto grado

) No tiene grado
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Si se suman dos funciones de segundo grado, {qué grado tiene la nueva funcion?

a) Tercero b) Segundo ¢) Mo tiene grado
d) Cuarto grado e} Primer grado

Si la funcién cambia de creciente a decreciente, entonces el punto de cambio es:

a) Tercero B} Un minimo )} Un maxamo
d) Cuarto grado e} Primer grado

Si la funcion denvada es mayor que cero, la funcidn es:

a) Decreciente b)Y Un minimo ¢} Un maxamo
d} Crecients e) Concava

a cero!

g} Para resolver la ecuacion

b) Para determinar el valor de la pendiente

) Porque la pendiente de la recta tangente a la curva es cero
d) Por ser el punto mas alto

e) Por ser el punto més bajo

Si en una funcion tienes un punto maximo, iqué representa en su derivada?

g} Un cero de la funcidn b)Y Un minimo ¢) Un maximo
d) Un punto de inflexio e) Una concavidad

Si la funcion es lineal, Zcuantos maximos tiene la funcion?

g) Cero B} Uno ¢} Dos
d) Cuatro e) Mas

Si la funcion es cuadratica, {cudntos maximas tiene la funcion?
a) Cero b} Uno ¢) Dos
d} Cuatro e) Més

Si la funcion es f{x) = —x*, lcudntos maximos tiene a lo mas?
ag) Cero b)) Uno ) Dos

d) Cuatro e) Mas
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Tema integrador

Ueduce y aprende

Velocidad v aceleracion

Proposito: Determinara la welocidad de @l y sus compafieros de equipo por
aproximacicnes.

Requisitos teoricos: Graficas

;0ué farmulas utilizas para la velocidad promedio?

-

Equipo y material Material impreso
olores

C
& Crondmetro

Cinta métrica

* [3is

Determinag la velocidad instanmtanga de los alumnos del equipo, al recorer cierla
distanc

il

. Los alumnos formaran equipos de siete alumnos y se nombrardn con las letras A, B, C, D, E, Fy G.

2. Daterminen una distancia de 30 metros, donde colocardn la salida v la meta.

w

El alumnao &, crondmetro en manao, se colocard a 10 metros de la salida, para tomar el tiempo, cuando el corredor pase por 8se punto

&

El alumno B, crondmetro en mano, se colocard a 15 metros de la salida, para tomar el fiempo, cuando el corredor pase por ese punto

-

5. El alumna G, crondmetro en mano, se colocard a 20 metros de la salida, para tomar el tiempo, cuando &l corredor pase por ese punto

L1

El alumno D, crondmetro en mano, se colocara a 25 metros de la salida, para tomar el tiempo, cuando el cormedor pase por ese punto.

= |

El alumno E, crondmetro en mang, se colocara a 30 metros de la salida, para tomar el tiempo, cuando el corredor pase por ese punto
B. El alumno F dard la salida v en ese momento todos los alumnos encenderdn su crondmetro.
9. El alumno G es el que corre {con muchas ganas).
Se repite lo anterior para gue a cada uno de los alumnos 52 le tomen sus tiempos. A continuacion se presentan tablas para un mejor
contral.

Dristancia 10 15 20 25 30 metros

Tiempa de A Sequndos

segundos

w )

Tiempa de

Tiampo de C Segundos
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Distancia 10 15 20 25 30 metros
Tiempo de D Segundos
Tiempo de £ Segundas
Tiempo de F Segundos

tiempo de &

Segundos

Cierre de la actividad

10. Realiza la grafica de tus datos en tu cuadernc, comparala con la de tus companenos

Distancia en metros

-

11. Determinen la velocidad promedio de cada uno de los alumnos en los intervalos qus

liempo en segqundos

indican y andétenlos en la tabla siguiente.

Alumno A Alumno B
Distancia Intervalo de | Velocidad del | Aceleraciaon Intervalo de | Velocidad del | Aceleracion
recorrida tiempo alumno A del alumno A tiempo alumno B del alumno B
Afd=d —d At=t =1 At=t -1t
10<d=30
10<d<25
10<d=2
W<d=15
d=10
Alumno C Alumno D
Distancia Intervalo de | Velocidad del | Aceleracion Intervalo de | Velocidad del | Aceleracion
recorrida tiempo alumno C del alumno C tiempo alumno D del alumno D
Af=d —d Al=1 —1 Al=1—1

10<d=30
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Intervalo de | Velocidad del

Aceleracion Intervalo de | Velocidad del | Aceleracion

recorrida tiempo alumno C del alumno C tiempo alumno D del alumno D
10<d<25
M<d<]
0=d=15
d=10
Alumno E Alumno F
Distancia Intervalo de | Velocidad del  Aceleracidn Intervalo de | Velocidad del | Aceleracidn
recorrida tiempo alumno E del alumno E tiempo alumno F del alumno F
Ad= i A=t t Al=1 1
10<d<30
10<d<ib
10 a<20
10<d<15
d=10
Alumno G
Distancia Intervalo de . Aceleracion
2 : 2 Velocidad
recortida tiempo del alumna G
Ad=d —d Al=L—1{

10<d<30

10< d< 25

12. Determinen la aceleracitn de cada uno de los alumnos en log intervalos que se dan. Concentra tu informacion en 2 ecuacion

Siguiente,

Au cambio de velocidad
Al intervalo de tempo
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13. Traza la grafica de tus datos en tu cuadernn, comparala con la de tus compaiienos

Velocidad

ltempo en segundos

on; a la vari-
w0 conocida
I; este proceso gs

e con la primera derivada de la funci
a segunda derivada. E| proceso im
a velocidad v el tiempo nos permite calcular la distancia: conocida la aceleracidn y el tiempo calculamos la velocidar
objeto del célculo integra

Rubrica para evaluar |a secuencia didactica del tema integrador
Proyecto integrador: Velocidad v aceleracion

Secuencia didactica

Apertura Desarrollo Cierre

* Formen equipos de siete = Formen su partafolio de evidencias = Escriban en el cuademo el andlisis que
alumnos hicieron sobre la situacidn didactica.

¢ |[ean la secuencia didactica » Analicen fa informacidn abtenida de |2 * Realiza un mapa mental.

2 g2 plantea oma de datos :
Qe P TRMIe e £ * Haz una tabla con los datos obtenidos.
= [isenen los instrumentos para agrupar |a « Bealiza la gréfica de cada un
i ; % ig2aildd |d gralita e Lauda WG
informacion que se requiere,

- F!||r['
aceleracion de cada uno.

s calculen la velocidad v la

¢ [Jiscutan la importancia del cociente que

se farma

* [iscutan las condiciones del experimanto
respecto de cimao se pusde ver afectadas
la toma de datos

« Analicen la actividad que se * Analicen la importancia de realizar » Realiza una presentacian del proyecto,
plantea, este tipo de proyectos, anoten sus donde 32 incluyan las evidencias
conclusiones formulada:

al utilizar fotografias, video,

: N gloatera,
& [eterminen 103 instrumentos de :

presentacitn grafica. s Anoten sus conclusiones.
= Recuerden incluirlo en la presentacion de
|la informacion.
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Actividad: Document

Instrumento: Bibrca

Aspecto a
evaluar

]

Excelente
(4)

EJE. PENSAMIENTO ¥ LENGUAJE VARIACIONAL. CUARTA PARTE

Bueno
(3)

Satisfactorio
(2)

Deficiente

(1

Analisis de
la situacian
didactica

Desarrollo
del provecto
integrador,

Fresentacion de
resultados

Realiza una investigacidn
completa de la situacidn.

Tiene orden en los
contenidos. Los
ArQUMEentos que

fundamentados y
SUS conclusiones son
correctas.

Realiza una presentacion
porescrito de la
infarmacian por medio
de tablas v graficas, sus
conclusiones son claras.
Prasenta los datos de los
siete alumnaos.

Tiene

Realiza una investigacion
clara y convincente,

orden en los
contenidos, Los
argumentos oue
presenta estan bign
fundamentados pero
sus conclusiones no son
correctas.

Realiza una prasantaciin
por escrito de la
informacion por medio
de tablas v graficas.

Sus conclusiones son
escasas. Presenta por lo
menos los datos de cinco

alumnos,

La investigacion no es
clara v solo se presentan
recortes de paginas web

Mo hay orden en

los contenidos, los
ArquUMentos oue
presenta estan bien
fundamentados pero
sus conclusiones no son
correctas.

=)

Realiza una presentacidn
por escrito de la
infarmacion por m
de graficas pero no tiena
conciusiones. Presenta
por lo menos datos de
fres alumnos.

La investigacitn es
deficiente y no aporta

COnoCIMigntos Claros

Mo hay orden en

los contenidos, los
anumentos que
presenta no estan hien
fundamentados y sus
CONCIUSIONES Na son
Cormactas.

Realiza una presantacion
par escrito de la
informacion por medio
de graficas pero sus
conclusiones no son
claras. Presenta por los
menos datos de dos
alurmnaos.

Actividad: Exposicion

Instrumento; Ribrica
Valaor: 40

Criterios

Estindares

Presantacidn

Cualidades de la
expresion oral

Destaca su organizacion y
comprension del trabajo. La
exposicion es clara, El grupo

siempre se interaso por el tema

Valor: 15 puntos.

Correcta diccidn, volumen
adecuado; establecid contacto
visual con el grupo; empled
correctamente el lenguaje
kinésico; provectd canfianza, Mo
inGurrid en 2l uso de muletilias

Valor: 15 puntos.

Fue adecuada y con cierta
organizacidn. El grupo pudo
entender la mayor parte de lo que
sediyo

Valor: 8 puntos.

Demostrd poca confianza ya qua
evitaba el contacto visual con el
grupa. Empled corectamente

el lenguaije kinésico
(casionalments 3e absand &l
usao de muletillag, El volumen fue

diECLaen

\alor: 8 puntos.

Presentacitn mal preparada.
Informacidn desorganizada e
incompleta. El grupo no prestd
atencidn a la exposicion

Valor: 4 puntos.

Demostrd inseqguridad, v empled
muletillas; su volumen de voz fue
bajo v no se observd contral del
lenguaje kinésico.

Valor: 4 puntos.
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Criterios Estandares

Tiempo Dund el tiempo asignado. Durd, aproximadamente, el tiempo
asignada

Valor: 5 punitos Valor: 3 puntos.

Material de apoyo Presenta lenguaje iconico, Presenta lenguaje ictnico, pero
gue refuerza lo expresado el material esta recargade de
verpalmente. El material contiene nformacidn. Presenta errores
palabras acordes al nivel de ortograficos. Contiene palabras
receptor y ortografia, Coloca acordes al nivel del receptor
solamente los datos relevantes

Valor: b puntos. Valor: 3 puntos.

La presentacion fue muy breve o
muy extensa

Valor, 1 punto,

Fresenta material con ausencia
de lenguaje iconico. Errares
ortograticos v descuida el nivel
del receptor

Valor: 1 punto.

e WS

Que el estudiante relaciona conocimientos de diversas disciplinas (sistemas y reglas o principios medulares) para estructurar idess, argu
mentos y crear modelos que solucionen problemas surgidos de la actividad humana, tales como la distribucian inequitativa de los recursos

econdmicos y I propagacion rapida de enfermedades, entre otros; asi como de fendmenos naturales (cambio climat

ico, contaminacian

por emision de gases, etc.), aplicando el razonamienta, el analisis & interpretacion de procesos infinitos que involucren razones de cambia.

;Qué aprenderds?
* [eterminar la razon de cambic de distintas situaciones,
= Aplicar los limites de una funcidn a casos practicos.
= A derivar una funcion.
= Relacionar la derivada de una funcidn con fa pendiente.
= Anlicar la derivada a diferentes situaciones.

jPara qué te servira?

El caleulo diferencial es una de las herramientas mas importantas en el mundo profas
en tu vida profesional.
El calculo diferencial lo aplicards en todas las cosas que sufren cambios de posicion

Podrds calcular los méaximos y minimos de funciones para la optimizacian de diversas situacionas.
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Mo basta con tener buen ingenio;

I principal a2 aplicars bien

Descartes
DESARROLLO
4.1 Reconocer las propiedades fisicas como posician, uelocidad
y aceleracion y su correspondencia con la funcidn,
|la deriuada primera y la sepunda deriuada de una N, §
- ot s : ~

funcidn. Interpretacion fisica de los puntos singulares ) )
Vieamos detenidamente lo que sucede a nuestro alrededor. Lo que primero observamos T "_ o,
es que los objetos se encuentran en reposo o en movimiento. Posteriormente, una * ) if_‘,-u v
observacion mas detallada nos permite notar que tanto los objetos en reposo como L ;1 "ﬁ
los objetos en movimiento, se encuentran todo el tiempo dispuestos al cambio en sus \ g 1 -
propiedades, por ejemplo, los objetos cambian de forma a causa de la friccion, o bien, _ “}'-"'
carmbian de tamafo, dilatandose o contrayéndose, debido a los cambios de temperatura ' W
en el medio ambiente; en consecuencia todo objeto en el mundo es propenso al cam u - 1

bio de posicidn, forma, tamario, ternperatura, color, composicion, elcétera.

Como podemos ver los procesos de cambio estan intimamente relacionados con
la naturaleza, luego para comprender a la naturaleza, debemos entender los procesos de cambio, pero éstos, por ser
“continuos” no ofrecen ninglin punto de partida sencillo, en el cual nuestra mente pueda ubicar y controlar. Este hecho
origing durante siglos un gran desconcierto entre los matematicos.

Los griegos dieron los primeros pasos en las matematicas del cambio, al imaginar-
se las lineas como trazos realizados por puntos en movimiento, y cuando analizaron las
ineas detalle a detalle, por medio de la técnica de dividirlas en segmentos “infinitamen
te peguefics”. Otra paso lo dio el francés René Descartes cuando pensd en la concep-
cion de una ecuacidn como funcidn de variables y constantes, pero sobre todo cuando
desarrollé la forma de representar gréficamente a dichas funciones.

Mas tarde, alrededor de 1665, el inglés lsaac Newton ided una prodigiosa creacion
mental llamada en la actualidad “calculo infinitesimal’, que por primera vez permitic al
andlisis matematico de todo proceso de cambio, 1o hizo a través del estudio de las rarones
de cambio, fundamentalmente de tipo anematico. Para su creacion Newton se apoyd en
la 1éornica de divisidn de lineas en segmentos pequedios
de los griegos v en el sistema grafico de Descartes. Su
creacion probo su efectividad tan rapidamente que la uti-
lizé para establecer las leyes del movimiento v la ley de la gravitacién universal.

Par afra parte, en forma independients a los estudios de Newton, entre 1673
1676 el aleman Gottfried Wilhem Leibniz, basado en los andlisis de Huygens, Descartes
y Pascal, desarolld tambien el “calculo infinitesimal” bajo un tratamiento distinto al de
Mewton, a fravés de una concepcion de tipo geométrico. Leibniz publicd su creacidn al
publico en 1684, mientras gue Newton lo hizo en 1704.

La notacidn que usamos para el célculo infinitesimal se debe a Leibniz. A €l tam
bién le debemos los nombres de “calculo diferencial” y "calculo integral’, asf mismo, le
debemos los términos de “funcidn” y de “coordenadas”.
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4

lazon de cambio promedio de interpretacion geometrice

-

Existe gran variedad de procesos de cambio. Si los componentes que comprende cualquier situacién de cambio "con-
tinuo” logran ponerse en términos de una ecuacion, entonces el calculo puede abarcarlos y descubrir las leyes a que
obedecen. El cambio en estudio puede ser tan lento como el crecimiento de los drboles, tan drastico como el cambio
L'_ll;'_' clima, tan '."!‘_-.It:"i:' COmo |d I '|._-|"._||;_;-| ¢ tan "_-|IC' 12050 COITIO !U"_~ muertos par f_-:_:l'iﬁ.'i'll:'l&(_'ll’_.]['l

El calculo analiza todas las situaciones al introducir dos nuevas operaciones matematicas a 1as ya existentes, como
la adicidn, multiplicacidn, division, potenciacién y radicalizacidn. Estas nuevas operaciones son diferenciacidn e inte-
gracion, La primera es una forma de calcular la razon de cambio de una variable en relacién con otra en cualguier paso
de un proceso. Por su parte, la integracidn, al revés de la diferenciacidn, considera a una ecuacidn en términos de la
razon de cambio y la convierte en una ecuaddn en términos de las vanables que hacen el cambio.

5i continuamos observando con detalle a la naturaleza, vemos que la gravedad actia en forma tal que hace que
un objeto que cae se mueva en una razon que aumenta en una proporcion constante a dicha razén, a la cual Newton
la denoming aceleracién de la gravedad.

El ciloulo analiza en qué propercdiones ocuren los cambios. Para entender esto recordemos que la veloddad estd
definida como la razdn de cambio del espacio del recorido por un mdvil en el intervalo de tiempo necesario para recorrer
dicho espadio, y que la aceleracion se define como la razon de cambio de una relacién de velocidad entre el intervalo de
tiempo necesario para llevar a cabo dicha varacion de velocidades. Asl, el calculo nos permite estudiar también la razdn
a la que cambia la razon de cambio.

Un incremente de la vanable x lo representaremos Ax (delta x) v puede ser positivo (incremento) o negativo
(decremento) segln la varable aumente o disminuya al cambiar de valor.

n

] ) Ejermplo

Con un cafidn se dispara un proyedtil cuya trayectoria se describe con la ecua- Tiempo Distancia en
cion y = -0.03t7 + 0.78t + 0.07, donde y representa la distancia en metros y (s) m
t el iempo medido en segundas. Calcula |a razén promedio de cambio de
distancia con respecto al iempo 3 214
a) De 3 a4 segundos. 4 ZT
b) De 12 a 13 segundos 17 511
¢) De 22 a 23 segundos.
13 .14
22 2N
23 214

Solucian

La velocidad de un objeto en movimiento en un intervalo de tiempo se define como el cociente de la distancia reco-
rrida dividida en el tiempo transcurrido.

A
Nt

Atf
A Vi) — w3 271 =214 .
K — £ (4)-y(3) = i = (.57 mcremento
At 4-=3 1
Ay 13y —y(12 514 =511 .
by _y(3)-y(12) _ = 0.03 incremento
At 13 —12 1
! w(25) —p(22 214 =2,
by _ ,_Ej__{%a} B T SR T
At 25 =22 |
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Ejercicios
Realiza los siguientes ejercicios.

azamiento de un automdvil en funcidn del tiempo se tiene la siguiente grafica;

1. Con los datos del desp

Distancia en metros

1 L H: 4 h & - o 3§ 0

lempo en s

Calcula el valor de la velocidad media del automdvil durante el intervalo de tiempo ¢t =3yt =7 Marca en la
grafica: At, v Ay. La expresion es:
W

Af

I

Es una razon de cambio que en geometria analitica se conoce como pendiente. Determina el valor de la pen-
diente del segmento de recta gue une los puntos (3, 9) y (7, 27).
2. Con los datos de un derto automovil se realizd la grafica siguiente. Se desea calcular la velocidad instantanea a

-

los 7.6 segundos.

¥ )
f |
] ' |
Fal |
I\ |
B A L |
il
I i |
: of B |
| | |
{1 |
3 1
" P |
| |
F |
F, A |
A \
L] 3 [ al i
T I 1 | x
! |
2 -.. { | |
Y - I
I | |
\ L/ | II
B 1 |
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Para calcular la veloridad instantdnea en cualquier momento, se traza la tangente en el punto y se determina la
pendiente de esa recta. Considera dos puntos de la recta tangente los més préximos uno del otro de tal manera
gue la distanda entre ellos sea la mas pequena,

3. En las siguientes tablas faltan algunos valores de un mdwil, encuentra su relacion (férmula) de tal manera que
haya proporcionalidad entre el primeroy el segundo rengldn. Con ella completa la tabla y determina la velocidad

con la que se desplaza el mavil.

Distancia Ay

Tiempe At

Relacitn
t 3 5 1 18 21 26
¥ 15 55 105

Relacion
t 4 9 12 18 32 35
¥ 3 g 24
¥

4. Un mavil se desplaza segin la tabla siguiente:

Punto { ¥
A 0 10
B i 30
L ) 1]
b 7 20
E B il

166

Utiliza Winplot o un graficador para la traza de los puntos y Gne-
los por segmento de recta. Del ment de Winplot selecciona ecua,
punto, o los extrernas del segmento segln tu actividad, Los menus
son muy sencillos, solo tienes que brindar las coordenadas del
punto o los extremos del segmento; puedes seleccionar color, el
trazo solido o circulo, con las componentes, etcétera.

De la gréfica determina:

+ la velocidad promedio de AE, BC, CD v DE.
as siguientes pantallas se muestran los menus que apare-

En

cen en las instrucciones antenores.
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5. Un mdvil tiene los siguientes movimientos:

@) Se desplaza de 0 a 3 segundos con una velocidad de 1 m/s.

b) Se desplaza de 3 a 5 segundos con una velocidad de 8 m/s.

¢} Se desplazade 5 a 7 segundos con una velocidad de 0 m/s (reposo).
d) Se desplaza de 7 a 10 segundos con una velocidad de -8 m/s.

Traza la gréfica del desplazamiento.

6. Los datos indicados en la siguiente tabla corresponden al desplazamiento de un midwil. En la tabla faltan algunos
valores.

Tiempo Desplazamiento | Velocidad instantanea

0 0 0

1 2

i 4

3 ]

4 16

J 10

B 36

A

g) Determina los valores que faltan para las columnas de desplazamiento y velocidad. Establece un modelo
para el desplazamiento y la velocidad. Traza la gréfica de cada uno.

b} Determina la velocidad instantdnea ent = 2.5 s,

¢) Predisa la pendiente de la gréfica de la veloadad instanténea.

I'} Ejemplo
En el siguiente ejemplo se relacionan los incrementos con la pendiente de una recta dados dos puntos.

Grafica cada uno de los pares de puntos calculados y determina la pendiente de éstos.

a) ParaP, (3, 72)yF, (4, 128).
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III
] [
Ay =56 4 I.' |
a4 |
+ II
A) oy 5 <
. AP i = = 56 m/s -
Al X. —X o
an ¢ 1
|
i
. | tis)
& 3 ki 3 & 9 X
1 AM=d4-3=1

A’ Ejercicios
1. Determina la pendiente de la recta que une los puntos Py 5.
a) P(3,72)y5(3.5 98) €) P(3, 72) y S(3.01, 72.4808)
&y P(3,72yy5(3.1, 76.88) dy P(3, 72) y 5(3.001, 72.048)
2. Calcula la razéin de cambio promedio de cada una de las siguientes funciones entre los puntos dados.
a) HH=2t+7; (1, Dy (2 11) g) hfs)=s2-6s—-1; (-1,8)y(3 -10)
by fiH=16E8+10; t=0yt=2 f) f(x) =x?+ 8x; X=199yx=2

c) fix)=3x-1; (0,-1)y (1/3, Q) g) hix)="w?-1; (1,0) y(3,V8)
d) =3t +t; Pes Oy L M fN=20-49% GEy(5 Y

langente a una curva

La primera definicion de tangente es o
para la circunferencia. Se define como e
la recta que toca un punto de la circun

ferencia, otra que podriamos citar es la T %

posicion limte de la secante cuando E |
la distancia entre los dos puntos tiende 1 L I 4 o Cab I R M
B b 8 =1 ] 8 | ¢ 'I' 1
d ser cero. . ' : .

il HEs
il |
| 1|

angente Secantes
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R [ e S TEN | PR [ ISe SR 18
Aplicaciones de la derivada

Ecuacion de la recta tangente a una curva en uno de sus puntos.
I" Ejemplo

Encuentra la ecuacion de la recta tangente y la normal (recta perpendicular a la tangente en el punto de tangencia)
alacurvay =4+ 3x - 2 enel punto p (0, -2).

Solucidn
Para obtener la pendiente de la recta tangente a la curva denvamos la funcién:

yi=Bx+3=mix)

Evaluamos la derivada en x = O

y'=8(0)+3=3=m
Con la pendiente m = 3 y el punto p{0, -2) susttuimos en la ecuacidn de la
recta y — y, = m{x —x,): forma punto pendiente.

y=(=2) =3~ (0))
Al realizar operaciones, obtenemos la ecuacion de la recta tangente:

y=3x-2

Para obtener la ecuacion de la recta nommal,
For ser perpendicular a la recta tangente tenemos que m, = —
m
! -1 . X ’
Al sustituir: m., = s y el punto de tangencia: p (0, -2), sustituimos en

la ecuacion de la recta
- Fie
y==2)= —?{»‘f— 0)
. . ! g
Esta es la ecuacion de la recta nomal: y= ——=x - 2
A

Traza la grafica, para verficar el resultado.

Al Ejercicios
l. Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva v = x7 — 3 en el punto
P(2, 1).

ll. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la curva y la nomal en el
punto que se indica y traza la gréfica de estos elementos,

I. y=x"+3x-5 oo, =5) 6. y=-Sx"+2x-5 p(l, ¥
2. y=x'44x =2 pi2, 10) 7 y=2¢=-4x+8 p(-1,1
3. y=2Xx"-3x+6 p(l,y) B. y=3x"-6x+8 p(2. ¥
4 y=3x'=6x+7 pl=1.)} 9 y=4c¢+3x -9 pl0y)
5. y=-Bx?+3x—-3 p(-2 ) 10, y=8x" —Tx*-5¢ p(1, ¥
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4

LE

velocidad

=l

1' ) Ejemplo

El movimiento de una particula estd dado por la ecuacion F(f) = 232 + 8t + 9, la cual es una funcidn del tiempo
medido en segundos. £Cudl es la velocidad y la aceleracidn de la particula en el tiempo t= 57
Solucién
lenemos que la particula se mueve segdn la ecuacidn del movimiento f(t) = 23t2 + 8t + 9.
Para ello calculemos la primera derivada (veloadad), vy la segunda derivada (aceleracidn), £'(t) = 46t + 8; como
se desea conocer la velocidad en t = 5, calculamos
f'(5) = 46(5) + 8=238 m/s

v | aceleracion es f"(5) =46 m/s*

A! Ejercicio

Resuelve el siguiente problema. El movimiento de una particula esta dado por |la ecuacion (1) =32+ 51 + 4, la
cual es una funcion del tiempo medido en segundos, (cudl es la veloaidad vy la aceleracion de la particula en el

tempo ¢ = 37

; )y Ejemplo

Se desea inflar un globo de forma esfénica, para lo cual se bombea aire hacia su intenior de tal manera que su volumen
aumnenta a razén de 75 cm’/s. Determina la rapidez con la que crece el radio del globo cuando su radio es de 17 am.

Solucion

G .P'r
dt

Del problema vemos que existe una razon de cambio del volumen, la gue expresamos = 75 cm’/fs, o sea el
incremento del volumen del globo con respecto al tiempo que transcurre.
Sabemos tambieén que el radio del globo sufre un incremento conforme pasa el tiempo, lo que expresamos como

ar

=. Sabemos que el radio del globo es de 17 cm.

dt
= it [t - -
Otro elemento que tenemos es el volumen del globo esfénico ¥ = —ar®.
&
Debemos de tener en cuenta que el radio r es una funcion del tiempo.

Obtenemos la denvada del volumen con respecto al tiempo:

av 4 . dr

= by O | b= =
dr ! dt -

1
Simplificamos la expresion:

av dr
: = A _—:_r) A
ar art
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i e : dr dw/dt
Como deseamos conocer — lo despejamos: — = ——
at ar dar?
v - oy o ] 75
Pero sabemos que = 75 cm¥/s, lo que sustituimos en |a fdrmula anterior: — = —.
at at £ r

La funcidén obtenida es una funcidn del radio, en ella podemos sustituir cualquier radio v saber cudl es la rapidez con
la gue cambia.
. . i : R 75 5 i S 3
Sustituimos el valor del radio y realizamos operaciones para simplificar: — = —= —=0002065]159——.
dr  4x(17) 1156 s

Esta es la razén de cambio que buscamos.

Ejercicios

1. Se desea inflar un globo de forma esténca, para lo cual se bombea aire hacia su interior de tal manera que su
volumen aumenta a razdn de 200 cm®/s. Determina la rapidez con la que crece el radio del globo cuanda su
radio es de 270 cm.

2. Una lampara de la calle se encuentra a una altura de

5 metros sobre |a calle; si una persona mide 1,70 metros _—
de altura y camina alejandose de la lampara a una velac- A =
dad de 1.5 m/s, {qué tan rdpido se alarga su sombra? iA //'f P
qué razon se aleja la punta de la sombra del hombre? 1
Dibujo para aclarar los puntos: ir x Y
Ay

Resuelve los siguientes problemas.

3. El movimiento de una particula estd dado por la ecuacion f(£) = 3t + 5t + 4, la cual es una funcién del tiempo
medido en segundos. {Cudl es la velodidad y la aceleracidn de la particula en el iempot =3y =77

4. 5e desea inflar un globo de forma esfénca, para lo cual se bombea aire hacia su interior de tal manera gue
su volumen aumenta a razdn de 25 om’/s. Determina la rapidez con la que crece el radio del globo cuando su
radio es de 5 am.

5. 5Se fiene una barra de metal en forma de un cilindro
circular recto. Cuando ésta se calienta su longitud (1)
y su didmetro () aumentan en razén de 0.9 cm/
miny 0.5 cm/min, respectivamente. {Cual serd la ra-
z6n de cambio en el instante en el que la longitud de
la barra es de 35 cm vy el didmetro es de 2.5 cm?
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i

& DEDUCE Y APRENDE

Caida libre
Apertura de la actividad

/
Propaésito: Determinara |a velocidad instantanea de un objeto gue se deja caer libremente.

?;‘a
Requisitos tedricos: Funcifn 4 ,;
Limites r'4 ;i/ .}f’

Graficas J i
i /
b 1Y r,
47,

Equipo y material: * Matanial impreso

o
* Colores

Desarrollo de la actividad

Problema: supongamas que se deja caer un objeto desde io alto de un edificio de 500 m de altura. Determina la velocidad del
objeto a los 5 segundos

Galileo determind gue la distancia recorrida pov cualguier cuerpo que cae libremente es proporeional al cuadrado del tiempo gue
ha estado cavendo despreciando [a resistencia del aire.

Expresamos la distancia recorrida después de t sequndos s{t) como

Lo que en realidad se busca es encontrar la velocidad en el instante t=5.

Para obtenar la velocidad promedio sabemos que

, ; : distancia recormda
Velodidad promedic = ———
tiernpo transcurrido
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Asiparejemplo, si deseamos calcular la ve

49(6) - 49(5)°

F

B

Cierre de la actividad

Toma periodos més pequefios y calcula la velocidad promedio para cada caso

Cuando el tiempo utilizado & — ¢ | se hace més pequeiio la velocidad tiende a

Obtén el siguiente limita y comparalo con la pregunta anterior, 5i fix) =49 #
£ o
f(x+h)=Ff(x)

im % — PR

|
i}

i. Se lanza una pelota hacia el aire con una velocidad de 40 m/s. Su altura en metros después de f sequndos se expresa por y=

a0t

Tiempo (segundos) Velocidad promedio

dad promedio entre el segundo =5y t=5 procederemos de la siguiente manera;

16t*. Encuentra la velocidad promedio para los periodos que se dan
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Determina la velocidad instantdnea cuando ttiende a 2y la funcidn es p(f=49 1

lirm EREE) = H)
tsd ¢
ii. En la siguiente tabla se presentan los registros histéricos del tipo de cambio del dokar en México, por dia
Mes de octubre de 2017 ﬂgﬁ:t_rHéﬁ;-};..;::‘.';:-;_:‘:'_
Dia Compra Vienta .'
18 17.25 18.05
17 18.37 19.02
16 1E.45 19.12
15 18.25 19.05
14 16.30 19.02
13 18.36 19.01
12 18.26 18.91

oy

| Realiza la grafica del precio del dalar a fa compra v a la venta, en una
sola grafica y diferentes colores.

| b Determina la velocidad que tiene el precio de venta y el de compra
' ¢} Detarmina la aceleracién de crecimiento o decrecimiento

iii. Las temperaturas que se pronostican en grados Celsius para un cierto dia son:

Hora Temperatura en grados Celsius
3 14
b 14
9 13
12 19

15 | 23
18 24
21 | 19
0 16

4 Realiza la grafica de |as temperaturas; con rojo marca cuando la temperatura aumenta (crece) y con azul cuando baja {de
crece).
& Determina la velocidad del aumento o disminucion de la temperatura

¢} Detarmina la aceleracién gue sa tiene.
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4.2 Calcular deriuadas sucesiuas de funciones polinomiales y

trigonométricas mediante algoritmos, no mayor a |a tercera deriuada.
¢ Eristen caminos directos para deriuar? ;Qué métodos conocemos?

gnometricas

Derivada de las funciones LIC

Las funciones trigonométricas son funciones trascendentes y los limites no son tan sencillos de obtene

limites algebraicos.

En general si f(x) = u, es una funcidn continua y derivable, entonces, las derivadas de las fundones trigonométricas

las definimos, utilizando las siguientes notaciones.
Funcién Lagrange Leibniz

¥'=u'cosu -=——Cos U

y=3senu

agn o

¥ =—u'seny

y=c0s u
y=tgu y'=u'sect v e e SR
y=cotu p'=—ursc’ u e e

y=secu y'=u'secutgu — = —— SEC U
=—y'csc ucot u ' — Csc ucot

F=CLC5C ¥

P Eiemplos
Ejemplos de la derivada de una funcién.
defineu=5xyu =5,

1. Calcula la derivada de y = sen 5x
y'=5 cos 5y

sustituyes en la dervada del seno
defineu=3x-2yu'=3,

2. Calcula la dervada de y = cos (Gx = 2)
sustituyes en la denvada del coseno y'==3sen (3x - 2)
3. Calcula la derivada de y = tg 2x definey=2xyu'=2
¥'=2sec? &

sustituyes en la dernivada de la tangente
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ula la derivada de
¥ =520 5+ cos (2 1 3x + 5), observa
gue es una suma de funciones, donde

=5 =108

se sustituye en las fdrmulas comespondientes

Calcula la derivada de y = 5 cot 2x
sustituyes en la derivada del

cotangente 1’ se multiplica por 5
Caicula la derivada de y =sec (dx + 1)

il . : 1
Calcula fa derivada de y = cscx =
Semn X

derivamos el cociente y simplificamos

Calcula la derivada de y = sen cos 2x

\f Ejercicios

Obtén la derivada de las siguientes funciones.

176

f{x) = sen (8x) 9. fix)=

Py =
.f{x;'=tr-llﬂ| ID 4 'A]

1. f{x)=

f(x) = sec ((3x + 8)(x + 7))

Il
Ln
o
™

12. f (%} =
fix)=cac® O + SH2x + 5)

13. f{x)=
flx) = |:’ W7+ '1}{.‘:-?.{'. 5x)
14, f{x) =
f(x)=tan —

15. fix)=
y=cot (x=23)

£
{

=legimos U = cos 2x y U’ =-2 sen 2x

= )I:_"},Ir;' + '_1] 4 I:/_'V - j:}:l
B+ 10+ 6w —9

=12x + 1

y'=10xcos 5x? = (12x + 1) sen (Zx = 3)(3x + 5)

define =25y u'=2

y ==10s¢

7 |
e 4

p=dsec(dx+ 1)tg(dx+ 1)

e X

=—cotx cscx

P

csc (5% 4+ Sx)
csc sen [(Fxd — 2x)
sen cos (G6x + 8)

esc tan sec (dx* + x )

csc sen tan (2 + 4)
cos 3x

Sen X = 4x<

cos Sk -7

52N X

¥ =sec (25x¢* - 52" 16. y=tanx-x

18.

19.

20.

21.

22,

235,

24.

Of{senx) — (1)(cos x) _ —COsX 1

SErnXx Senx

y'= (=2 sen 2x) cos cos 2x

V=X Sen xcosx

fx) =1g (7x)

- [ 2 %)

Fx)=sen| —x ——x |
] 2 /

f(x)=sen ((Bx + 2)(2x + 4))
b

f () = (6x+ 1) sen [k )

. ¥ =1
f(x)=sen
X+ 1

y=C5C (3x— 3)°




Fih

26.

21

28.

29,

30.

31.

32.

y=sen (bx — 36)

T e =1)
f(x) =sen :
X+ 1

fix) = sec (7% — 4x)

f{x) = cot tan (3x° — 4x)
f(x)=tan cot (x + 4)
f(x)=csccotsec (x+7)
f(x) = csccos sen (2x + 5)

F(x) = tan 4x
cot 2x =3

I5.

36.

37

38.

39,

40.

41.

42.

¥ =sen (x — 3x7)
y=2x tan® x cot? x
f(x)=cos (Bx?)

fix) = cos (3x2)

f .
y=cot| —x'+—
LX WK

& X
f{x)=tos

¥— 121

vx =11

fix) ==en

45,

46.

47

48.

49,

50,

a1.

52,
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V=cot (75° — 4x)

f(x) =sec cos (3x — 4)
y=seccsc (2% - 3)
y=cotcsc(x-6)

¥ = cos® 2x*

sec 4x
.‘(_x_j P e
25 —sen 3

1) = tan (5% + 5)

tanx -3

y=cot 2y - 4x

e 005 5% + !
33, f(x) = AR
tan x

zx_l e I'w:lu
34. y=cos’ 2 (
X—35

Derivacion de funciones implicitas

Decimos que una funcidn es implicita cuando el valor de la funcidn no estd dado explicitamente,

Funcion implicita Funcion explicita

=3

p=—"%#{

4+ y—4=0

X+ =25 ATl

6 sen 3x 44, f{x) = cot : 54. y=xsen’ (x-

451 !l"l = {an |::,'|¥' = 36‘]‘ 53. }_-' = 5en (x 1T :-“'.lx-.!}.'

Cos* x)

En E-ZiF;._IfIi'_J'_: Lasis €5 []i_':=_-i'!']'li_" "II_""EU"'.-:':W [xard Unid '-.".'-Iflé-_:l:] B2 []li_"'li'l en olros casas ‘_-"._"f;_li rn;_i.'; SN :.|:'Zl Uilli_fc’l" d f_!iffl'l..'.:il"li':‘.f'

implicita.

Este tipo de derivacién consiste en derivar a cada términe de ambos miembros de la igualdad con respecto a "x"

i kY
| v |

v resolverlo para p'
| ax |

respecto a “x", Utiliza la regla de la cadena.

¥y ) o - HF . | . . R p—— LI e, B | i ol HA n g
“ 00, segin la notacién que se utilice | . Recuerda que si derivas a *y" debes de indicar que es
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; Ejemplos

1. Deriva la funcidn;

Funcion implicita

Funcion explicita

X+ p=4=0 p=4— x

Usando y' Usando — Usando Dx

x4 y'=0 2x+ 0 =0

ey th=—2x : P

i’ F‘.I'?h-l.il..'|'|'l;: d Qerivada
- o - . All-'r
En adelante utilizaremos v para indicar — 0 o,
o
2. Obtén la derivada de la funcidn 8x2 + xy — 2y? = 3, utiliza la notacidon —.
iy

Solucién

Derivamos cada uno de los terminos, en el producto x y aplicamos la regla de denvada de un producto,

%! Ejercicios
AT

Obtén la derivada de las siguientes funciones.

3 X +xy-3pP=3

4. sen(x—y)=cos(x+y)

178

5. Saial ' ¥y =] 9. e*cos(x-y1=0
25 58
e 10. 3x%—4y? =23
L _ N
T y=x—senx 1 S +xy =3y -7=0
B. o5 (X +y)=s5en (x -y} 12, 3xi+xy-y'=4
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[ ¥ = oS —l e LFE
13. sen (x + ) =cos (x =) e e
X2y 36 25
14, =]
36 25

l.-'l'_'!u vada de la tTuncion exponenciatl

En general se tiene que si f(x) =a“ y u es una funcién no nula de x, setiene: f'(x)=ua“Ina

Utlizando otra notacion »

] } Ejemplo
Sea la funcién f(x) = 2*. Obtén su derivada.

Solucién
Definimos u = Ax, de donde u" = 3.

Con la férmula antenor se tiene: ' = (3 In 2)2%,

%' Ejercicio
oy

Sea la funcidn F{x) = 277 Obtén su derivada.

i } Ejemplo
Sea la funcidn F(x) = 6=, Calcula su dervada
Definimos v = sen x de donde v’ = cos .

Utilizando la formula se tiene que ' =cosx - 6" In 6.

%! Ejercicios

Determina la derivada de las siguientes funciones.

el
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12 y= oen 2

13. y=3* g™ 15. y=

Derivada de la funcion e*

En general si v es una funcidn de x se tiene que:

Y= et

’ \ Ejemplo
Sea (%) = e™*; obtén su denvada.

Solucian

Definamos a v = sen 3x =3 o0 Xk,

Al aplicar la férmula: y' = 3 cos 3x g™,

%! Ejercicios
=en

L. Sea f(x) =e“*; determina su denvada,

Il. Determina la derivada de las siguientes funciones.

1. y=g 13, y == gashu

2. _|."'=t'."v 14. ,r"_[-'

5. l}-"_ﬁl"- ]5 ;r':-..".

16. ¥

E' ."I:Ew . 17 V=

18. y=

15 r — 4 L]

10, y = @hets

20, y=e

1. y=gonx ghns 21. y=¢

12, p=pg*itghs 22. y=g

180

ypo=ue

Pl K_j., Inx

pren s =inx K

23. y=g™

24, y=¢g"

25, y=ghmnk
26, = ehuna
P A e

28_ :lr" = G..- -

o

29, y = glnx glnass
30, y=g¥- ! gma-y
31, = et gy gl
32, y=g=iap

33. :,.-' =
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Derivada de la funcion y=log_ x

En general, si v = f{x), entonces:

¥ !'I. !
-:g' ==
ulna
1 } Ejemplo
Obtén la derivada de la funcién y = log, (4x - 5)
sea u =4y -5, entonces u' =4,
Al usar la formula se tiene:
£

(4x=5)In 3

}_: Ejercicio

Calcula la derivada de la funcién y = log, (7x = 3).

;] ) Ejemplo
Determina |a dervada de la funcidn y = log, (sen 2x).
5ea U = sen 2x, entonces U’ = 2 tos 2x

. 2 cos 2x 2 cot 2x
y

(sen2x) In 4 In 4

N Ejercicios
-

Determina la derivada de las siguientes funciones.

1. f{x) =log (14x) 7 y=log| —+—+— 13. fix)=log (¥ -x+1)

[t e e
i X - X X
LB 5 7

2. f(x) =log (3xH) (g . =
8 y=log| —— ¥ =
3. fix)=log(=x?) \ X X

14, f(x) =log

R 15. y=log| 2:x + ¢ — 3%" |
4. F(x) = log (7% +x + 3) 9. f(x)=log (7x) /
10. f(x) =log (5¢7) 16. f(x) =log (x + 8)(6x + 7)
5. f{x)=log (¥ + 5x+ 15)
11. f(x) =log (-3x3)
: (& 3. 3
6. f(x)=log ._ 5-)-” = 5-)-" + 5-*’} 12. f(x) =log (4¢° - 8x + 5)
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Derivada de |a funcion logaritmo natural

La base de los logaritmos naturales es el nlimera e, por lo que se tiene que si ¥ = log_ x = In x, par lo que se considera

un caso espeaal.

En general si v =1(x), entonces expresamos: y=Inu pi=—
u
] ) Ejemplo
Obtén la derivada de vy = In (4x - 3)
Sea u = 4x — 5 |a denvada es: u'=4 :
ol =
]_.r = - |
qx =5

":."_ Ejercicios
|. Determina la derivada de y = In (4x* = 5).

Il. Obtén las denvadas de las siguientes funciones. Recuerda que los resultados se deben expresar con exponentes
positivos y enteros. Realiza la reduccidn de términos semejantes,

1. f(x)=In (4x) 12, fﬂﬂ_i-- tan -
._1:{_._ ¥

Fixy = In (Bx3) .
2 28] =0 () 13. f(x) =In (x+ 8)(6x +7)

. tosx-—8

3. f(x) =In (=99

14. v=In
: : SEr X
4. f(x)=In(-5x%)
1% i sen x — 2 ool 3x
" . Y=l
5. .l[{x;u = |n (4x* — 4x + 5) d ros dy
6 g Insenx — 2 cos Im 3x
6. fix)=Insen| —& - 2 i | 16. ¥=In s
i 5 . cos x — In 2x
YR S 17 fle)=1Ie:(Tx)
7. f{x) =In sec —J_x'—_ix: ) =In(7x)
L5 e 18. f(x) = In (-6x2)
8. 'r'-..-’f:' = |f| COs 'E‘—f - 2% ! 19, fl:_?.’]’ = I'-I |:—.-"k'”]
f g 3 fleYy =In (7%3 4 5
9, y=In2 +senln ¥ —log 3%&* 20. f(x)=In (7% + 5 + 2)
f % 7 \
1 4 Fa i foa
10. y= In I 4 igg v + sen In .__._.:' ) 21. ix)= In cos| —x® — ?X !
¥ Afp? L2 S
{ - : e .':
1. y=In 3 =) o 22. f(x)=Intan = N o St
(.4 'I\.:'(' _.l D & |
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' -;: '- i i -‘II 'I
23. f(x) = Incscf —x* = —x* 28. y=In|-——cot
2 2 | | X

v

(1 5] sen x — 2
24. y=Insen| - — 29, v=ln Sty

p
=
s

: CO5 X
r tan x — sen 2x

25. y=In— +cos In Sy 30. y=In

52 €as 5x

c 2sendx—1
26. y=In— —ros 4t —sen .f‘) 31 y=ln- e i
x5 W Cos 4x + 5
[ 3 6 | = InIn In (3
27. y=In I S 32, v=InlnIn {3x)
| X7

lll. Determina la denvada de las siguientes funciones, utilizando las propiedades de los logantmos y derivacion im-

plicita,
u
1. y=x 2. V=i 3 y=— 4 y=x T )

IV. Utiliza las propiedades de los logaritmos y la denvacidn implicita y obtén las siguientes derivadas.

s -l gy
(x = 3) = 2)*
.l:'-l- = "1 : I, Ty 52

4 i o, r=3)
=3 (6% — 2)

5. cos (x+ ) =sen (x—=v) 10, =" cos (x = y) = xy

Derivada de funciones trigonométricas inversas

En general, si f(x) = v, una funcidn continua y denvable, entonces, las derivadas de las funciones inversas trigonomeé-
tricas las definimos:

Funcidn Derivada Funcion Derivada

y=amsenty o Y=sen'u y=ameoty 0 wv=cot'u

P=ateosy o 2 y=cos'u ¥ T y=gacsecy 0 y=sec

p=amtany o y=tan'u e _ y=arcesey o y=eselu Y ET
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; Ejiemplo
Ejemplos de la denvada de una funcidn inversa trigonométricas.

1. Calcular 3 derivada de y = arc sen 5 define u = 5x ¥ Himh,

; 1 2 i ] 5
sustituyes en la derivada del arc seno §ae= = -

V1 = (5x)° V1 — 25K
2. Calcular la derivada de y = arc cos 2x define u = 2x y Hi=
: . ; 2 2
sustituyes en la denvada del arco coseno ¥ = = — =
N1 = (2x)° N1 — 4x?

] ) Ejemplo
Obtén la derivada de la funcion, y = e ™ arc cot (4% — 5).
O QRSeEMvalids, DSTHermcys LN DPROCuCioy ohe (s Llf'[_'i-fjn['_'f‘_-. CRO MW U CHETINTIOS O Y ¥ Y SlS {:(f‘fi'l..":'_‘.l: di,
Como of is, tenem lucto de dos f por lo que definimos u y v y sus derivadas

8x
(4x2 = S ([@x2=5) =1

U=e U'=3e v=arc cot (4x2 - 5) i

Definimaos 2 = (452 = 5) Z By
La derivada de la funcién es y "= Ze® (arc cot (4x* — 5)) + e ¥ - -
(4x? = 5 (%2 = 5)2 = 1

Af Ejercicios
Obtén la derivada de las siguientes funciones.
1. y=sen' Bx 14. y =B tan’ x arc tan — 5 21 y=1tanxarcsenx

¥ =sac Gy 15. y=cot! Bx 28. y=cos 9

¥ = amc sen 2x 16. y=arc secx arc osc 2x 29. y=s5enx arc cos —9x

sPR RN S

y = arc cos 2x 17. y=cot' Bx° 30. y=cos 8

i

y=s5en Z2hx 18. y=3xsec’ x + arc cotx 31. y=s5ec 2x arc cos 3x

¥ =S2n X arc sen 2x 19. y=cot' 8 32 p=fan?! 7x

¥ =sen By 20, y=arc secx arc ¢sc 8 33, y=—Bcosx arc tan —8x
2 X arc sen x 21. y=cos! 6x 34, y=-8x arc tan 3x

y=cos" Ax 22 y=05C" Bx 35. =2 arc cot 8x

2 B = o =
[

¥ = C0S X arc cos ==k 25, y=arctan 2x 36. y=cot" 4’
11. y=2xarc cos 7x 24, y=arc cot 2x 37. y=arcsecx+arc cotx
12. y=2xarc tan 2x 25. y=2x arc sen Bx 38. y=rcot” &

13. y=tan™ 4 26. y=sen 4x° 39. ¥ =arc sen x arc cot 2x
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sec Byt

41. y=1an"' &x
42, y=cot' &x
43. y=arcsec 2x

44, y=arc csc 2%

e
I

45. y=ser' 8x
46.

47.

¥ =105 X arc sen Bx

y'=X arc sen Gx

Deri

¥ aTs laTs _J-.H_.-\...I--. ~
Vvddas SUcesivas

48.
49,
30.
al.
52,
53.
54,
55.

Y= 2% arc cos o
¥ =cos" Gy’
¥ =cot Jx arc cos 3x
y=tan"' 3x

Y= 4 sen x arc tan 6x
y = tar

=936 x arc 5en X

cot By

de una funcion

56.
57
a8.
59,
60.

EJE. PENSAMIENTO ¥ LENGUAJE WARIACIONAL. CUARTA PARTE B

¥ = arc cos x arc cot 8x
¥ =x" arc cot &x

¥ = 2x* arc osc 8x
y=cot! 4x*

= tan x + arc ¢sc x

La derivada de una funcidn es una nueva funcion de la misma variable. La derivada de esta denvada se le conoce como

la segunda derivada, la cual es una nueva funcion, y se puede derivar sucesivamente recibiendo el nombre de tercera,

cuarta derivadas, etcétera.

r'\}f_f-ri.:lli'li':'i-r': l:lli:'! id:s l.'J-E_‘! '-.-'uﬁl.'l:_-i':- SULCSIVAS.

Cauchy
Lagrange

Lagrange

Leibniz

j ) Ejemplos

1. Determina la tercera denvada de

Primera denvada {'(x) = 10x 4

D* f(x), D* f(x), D* f{x),

la funddn fix) = 5% + 7x + 4.

Segunda derivada f“(x) = 10

2, Obtén la tercera denvada de la funcidn f(x) = sen 2x

Prirnera derivada 7'(x) = 2 cos 2y

\! Ejercicios

Segunda derivada f“(x) = -4

I. Determina la tercera denivada de las siguientes funciones.

L fx)=3x7+8x+7
2, iy =x*=Tr+2
3. fx)=8x"+2x + 4

4. fix)=3x*-Tx+8

5
6
7
8

G557 — Bx+ 2
= 5x° + dx + 8
¥ =2+ 2

fx)=x"+5+5

o DFOO

Tercera derivada £ (x) = 0

1 2x Tercera denvada (k) = =8 cos 2

9. flx)=7x¥-Bx+9

10, fx)=3x"+2x+ 1
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Il. Obtén la segunda dernvada de las siguientes funciones.
1. fx)=x'=2x+ 1 4. f{x) =sec (8x) 7 f(x)=In (4x)
2. f(x) = cse (5%) 5. fix) =sec (x) 8. f(x)=In(7x)
3. f(x) =csc (2x) 6. f(x)=log (14x)

lll. Determina la quinta denvada de las siguientes funciones.

1. f(x) =sen (8x) 7. fx) = cot (—=8x7) 13, y=e™
. F(x) =sen (7x) B. fix) = cot (-9x%) 14 y=3*
Fix} = cos (=7x) 9, = 15, =35>
" 16. y=7"%

e
g
=

fx) = cos (=5x*) 10. ¥

&

f{x) =1tan (5dx) 1.

fal’

@ on oA

f(x) =tan (57x) 12. ¥

4.3 Predice el comportamiento en el crecimiento de un
proceso de cambio en el dominio continuo (uariables
reales) y en el dominio discreto (uariables enteras)

Por mucho tiempo el hombre ha tratado de predecir el futuro, hoy en dia el hombre sigue con esa necesidad y es de
total importancia. Imaginemos por un momento que esto no se pudiera realizar, es decir, que no supiéramos la cantidad
de gente que habrd en determinado lugar o en el mundo dentra de 10 afios. 5i asl fuera, no conoceriamos las nece-
eo, etc, que esta poblacion va a necesitar. Esto en realidad provocaria un caos enorme. A
continuacian ntamos un ejemplo que nos permita predecr las temperaturas de un recipiente utilizando para ello
la ley de rapidez de enfiamiento y calentamiento, descubierta por sir Isaac Newton. Esto nos permitira por medio del
célculo diferencial determinar o predecir las temperaturas gue tendrd un liquido. En este problema podemos apreciar
como el dominio de la funcién son ndmeros entero: uno, dos, tres minutos, o bien podriamos pasar a incrementos mas
pequefas, es dedir, una, dos, tres segundos. Observa que el dominio de la funcidn es un caso de dominio discreto o

sidades de agua, luz, petrd

sea que las variables son enteras. En realidad nosotros podemos considerar que el dominio de la funcidgn es continug,
es decir, que las varables son continuas cuando el tamafio de la unidad es muy pequefio.

i ) Ejemplo

Pensemos en un liquido el cual se acaba de calentar a una temperatura de 85 "C. Se sabe gue la temperatura am-
biente es de 20 *C y que al paso de 3 minutos la temperatura del liquido desciende a 71 *C. Hay que determinar las
ternperaturas que tendra el liguido a los 6 y 9 minutos.

Solucion:
Ley de rapidez de enfriamiento y calentamiento
La rapidez con que cambia la temperatura de un objeto es proporcional a la diferencia entre la temperatura
del objeto (7) v la del medio ambiente (7 ) gue los rodea. Asl tenemos gue utilizando calculo diferencial podemos
escribir que la derivada de la temperatura del objeto con respecto al tiempo 7
d
al]
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La L'IZHl 2% Una ecuacion f'l-':t_‘r{'_‘rli'léﬁl. Para FE_"‘;-Z_'.-"-."%:'[ B acuacion II|:!i.-"-C:I[E_=r.r'II_'I‘_-J elementos desconog il.'l-Z_‘.-‘_i en este
curso, el calculo integral, el cual nos permite resolver la ecuacion.

i

— = ki =T

dt
—_— df
Separamos las variables: = = Kdt
' (T —T.)
Utilizamos la integral a ambos lados de la igualdad:
dar .
[ = | Kl
T - I "

El resultado que obtenemos en este momento lo vas a aceptar. En el siguiente curso podras ver como se resuelve.
Para este problema no es necesanio poseer este conocimients, sélo se hace a manera de justificar la obtencidn del
modelo matematico de la ley.

nr -7 | =Kt +c

Aplicamos las propiedades de los logantmos. Recuerda quelne =1,

T

Aplicamaos antilogaritmo =T =&, gonge & es una constante = C

Al despejar T T=T +e"

Esta sera nuestra férmula para realizar los célculos de predicddn de las temperaturas y la que utilizards para resolver

los siguientes problemas.
En nuestro gjemplo tenemos:

Temperaturas: HE) =857 Z)=717C T =20 C
Al sustituir T=T +(Ce"

Los valores T0y=85=20+C "™

Obtenemos 85 -20=Cg"" =]

Far tanto 65 = C el valor de |a constante
Para .-"{3] =71 =20+65 73

71 =20=65¢&""
] =5 %
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Asl tenemos que al sustituir en T=T_ + e los valores obtenidos.
]

T =20+ E.Se’" B

I'=20+ 65 (0.9223)

Asi tenemos que fa temperatura a los & minutos es de:

=20+ 685 (09223)° =60

Y a los 9 minutos es T=20+ 6509223 = 51.30
ACTIVIDAD TRANSVERSAL Q
1. Una pequefia barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20 °C, se deja caer en un recipiente con agua hinviendo. Si e sabe gue

9

su temperatura aumentd 2 °C en un segundo;

4| Calcula la funcidn que nos proporciona la temperatura del cugrpo en cada instante £,
) Determina el tiempo que tarda la barra en aleanzar 80 °C.

¢ Calcula el tiempo gue tarda la barra en alcanzar 98 °C.

. Pensemos en un liguida el cual se acaba de calentar a una temperatura de 75 °C. Se sabe que la temperatura ambiente es de 30 °C

v después de 3 minutos |a temperatura desciende a 64 *C. Determina las temperaturas gue tendrd el lguido a los 5y 7 minutos.

. En un automavil el anticongelante del motor eleva su temperatura hasta los 95 °C. Si la temperatura ambiente es de 42 °C y des-

pugs de 2 minutos |a temperatura desciende a 90 °C, determina las temperaturas que tendrd a los 5y 10 minutos

. Una pieza de carne colocada en un homo que tiene una temperatura de 70 “C es depositado (en el tiempo £=0) en un refrigerador

donde la temperatura 56 mantiene a 4 °C. Después de 2 minutos, la temperatura del cugrpo ha disminuida a B0 °C. jCudl es la
temperatura del cuerpo después de B minutos? jCudnto tiempo pasard para que el cuerpo tenga 50 °C?

1 ~ N

. Un termametro gue esta en el interios de una habitacian se lleva al exterior donde |a temperatura s de 15 °C. Despues de 1 minuto

gl termdmetro marca 55 °C y despugs de 5 minutos marca 30 °C. ;Cual era |a temperatura del termémetro en la habitacidn?

. Lin objeto se mueve de acuerdo con [a ecuacidn = sen t, donde yesta dado en metros y fen sequndos.

al Determina la velocidad que lleva el objeto a los 5 v a los 7 sequndos.
bl Calcula la aceleracion a los 6 segundos.

¢l Determina cuandao la aceleracidn es cero.

. Dada la funcion fx)=cos x determina los intervalos de crecimiento de la funcidn en el intervalo de [0, 27

B

En la funcifn fix} = sen 2x, determina dénde hay un valor méximo y un valor minimo en el intervalo de [0, 2:]

Determina si la funcidn ft)= & es creciente o decreciente

10. Si un objeto se mueve de acuerdo con la funcién ff} = e donde ¢ se mide en segundos v fx] se mide en metros

&) Determina la velocidad en los segundos 2, 5y 7
bl Caleula la aceleracion del objeto en los sequndos Sy 7
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ACTIVIDAD FORMATIVA CON TIC

1. Lee cuidadosamente el articulo gue ercontrards en la siguiente direccion electranica, escribe |as palabras que no entiendas,
éxalas en el glosarno.

busca su significado y ar

https:/fwww. muyinteresante.es/ciencia/articulo/cientificos—identifican—nuevos=tipos—de—nauronas—
humanas—291502448984

2. Contesta las preguntas gue s& plantean
2| Imvestiga el tamafio de una neurona, asi tendrds una idea de cuando se dice que el incremento es muy pequena, o Nos
acercamos tanto como deseamos pero no estamas en el misma lugar
£} Investiga el nimero de neuronas que tiene el cerebro, de esta manera tendras una idea de lo que sera grande
¢} Determina cudl es la impoertancia del articulo.
d] ;Qué materias se mencionan en este estudio?
g} jPor qué dos neuronas son diferentes?
f] ;Qué es el ARN?

gl ;Cué estudios tienen los investigadores?

Actividad socioemocional

Fuera del salén de clases:

1. iComo consideras tu desarrollo en el trabajo extraclase?

2. (Puedes desarmollar todas las actividades encomendacas?

3. {51 na las desarrollas a qué lo atnbuyes?

4. {Tienes un matodo de estudio?
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CIERRE

EVALUACION SUMATIVA
Deriva las siguientes funciones.

1. y=In(Ec=5)

2. y=pgn¥

b

3. fix)=sec(dx*+x) ot (x+ 1)

Sen X + 052X
4. "{)’.} = ;

ndx — 2x
5. f(x) = (g* = 1)(In 5x - 5)°
R e

7. flx) = sen (5%° + 5x)

9. f(x) = (In 6% — 2%)° (2x sen (4x-5))

tan{dx - 51 —sec(x =1
10, f(x) = j= sl J

sendx — Inx

Deriva las siguientes funciones implicitamente;
1. Bx— 2= 3x
2. 2+ 3y -y =20=0
3B+ 2y -5 =3
4. sen (2x - y) = cos (x + 2y)

B} &

6. x* - 57 =23x

7. S+ dy =3 =5=0

B. 20 + Ty - 4y" =8

9. sen (3x + 2y) = cos (4x - 5y)

TORRE (R
3 g
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1. AUTOEVALUACION

Aspecto a eualuar

Eucelente

Bueno

Regular

Satisfactorio

Realice los ejercicios
correctamente

Trabajé en equipo

Actividad integradora
(ver puntaje)

Lectura

Trabajo extraclase

Mas de 30%
Valor: 15 puntos
Mas de 30%
Valor: 15 puntos

Valar: 10 puntos

':_:I,Ilf 1 ij."'IZ:I'Z||'if"il":f".L,E
mas de 90% de las
preguntas.

Valor: & puntos

Realicé todas mis tareas.

Valor: 5 puntos

Entre B0 y B3%
Valor: 11 puntos
Entre 80 y B3%

Valor: 11 punitos

Valor: 7 puntos

Contesté correctamente

entre B0 y B%3% de las
preguntas.

Valor: 4 puntos
Realicé B0% de mis
lareas.

Valor: 4 puntos

Entre 70 y 79%
Valor: 7 puntos
Entre 70 y 73%

Valar

Valor: 4 puntos

Contesté correctamente
entre 70 v 79% de las
oregunias.

Yalor: 3 pumos

Realicé 6B0% de mis
lareas.

Valor: 3 puntos

Menos de 70%
Valor: 3 puntos
Menos de 70%

Valar: 3 puntos
Valar; 2 puntos
Contesté

menos de 70% de las
oregunias

Valor: 2 puntos

Realicé b0% de mis
lareas

Valor: 2 puntos

cormactamente

Suma de puntos por
columna

Total de las columnas

De 45 a 50 puntos

De 40 a 44 puntos

De 35 a 39 puntos

Menos de 35 puntos

A

2. AUTOEVAI

UACION DISCIPI

INAR

Revisa la actividad v contesta el dominio que tienes de los siguientes conceptaos.

Concepto

Lo domino

Mo lo domino

Graficacion de funciones elemantales (aloebraicas v trascandentes)

Dptimizacian de funciones elementales |algebraicas y trascendentas),
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Glosario

Angulo de inclinacion de una recta: Es el angulo que se forma entre la recta y la horizontal,

Concavidades: Una funcidn es concava hacda arriba si £ (x ) > 0. Una funcidn es céncava hacia abajo si f(x ) < 0.

Contradominio de una funcién: Es el conjunto de todaos los resultados que se obtienen luego de realizar la funcidn
de todas sus operaciones.

Derivada: Es la pendiente de |a recta tangente a la curva.

Dominio de una funcién: Es el conjunto donde la funcién puede realizar todas sus operaciones.

Funcidn: Es un tipo de relacion, en la que a un elemento del dominio le coresponde un elemento en el contradominio.

Funcién constante: son funciones que siempre toman el mismo valor. Fix) = 5.

uncion continda: Es aquella que su grifica se puede realizar sin levantar el lapiz del papel.

F t E I graf d I I t _

Funcion creciente: Una funcién es creciente si para toda x, del dominic de la funcién la derivada es mayor que
cero f'(x ) = 0.

Funcidn decreciente: Una funcidn es decreciente si para toda x , del dominio de la funcidn la derivada s menor
que cero F'(x) < 0.

Funcién discontinua: Es aguella donde se despega el lapiz del papel para el trazo de su gréfica.

Funcion polindmica: Es una funcién la cual tiene como expresidn un polinomio

Funcién racional: Es aquella que se escribe comao el cociente de dos polinomios y el divisor no puede ser el poli-
nomig cero.

Funcién radical o funciones irracionales: Son aquellas expresiones que estan contenidas dentro de un radical.

Imagen: Cuando se toma un elemento del dominio y le aplicamos la funcidn, al resultado ebtenido se le llama imagen.

Limite: La nocion intuitiva se refiere a la aproximacion hacda un punto ya sea en una sucesion o una funcidn, a me-
dida que nos acercamos a dicho punto.

Limite por la derecha: Dada una funcién f(x) y un valor x_y se toman valores mayores tales que se aproximen a x
tan proximos como se desean.

Limite por la izquierda: Dada una funcdn f(x} y un valor x_y se toman valores menores tales que se aproximen a
¥ tan proximos como se desean,

Pendiente de una recta: Es la inclinacién de la recta.

Punto de inflexién: Es el punto donde la curva cambia de sentido, sif7(x ) =0.

Secante: Es la recta que corta en dos puntos una curva.

Tangente: Es la posicon limite de la secante cuando esta toca un punto de la cunva.

Valor absoluto: se simboliza por un ndmero entre dos barras |g|, se lee valor absoluto de a, se define coma (a), si
@ es mayor o igual que cero y (=a) si g es menor gue cero.

Valor maximo: Existe un valor méximo en x_ si se cumple que f'(x_) = 0y la funcién cambia de creciente a decrediente.

Valor minimo: Existe un valor minimo en x_si se cumple que £(x ) = 0 v la funcién cambia de decediente a de
crecente.
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Direcciones electronicas

Estas direcciones te podrdn senvir durante el curso.

hitp://wwwowolframalpha.com/widgets/viewjsp?id=fb4c835feb0ab5cc39739320d7a5 1¢02
http://es.onlinemschool.com/math/assistance/limit_denvative/derivative/

hitps:/ S youtube comy/watchv=iaBL26ub_pc
https://www.youtube.com/watchv=ZmbXtZDgr4l

hitps:/ fwww.youtube.com/watch v=jirfBNKSRPQ

https:/ fwwayoutube.com,/watch?v=PjaYd AERPXO
hitps:/fwww.youtube.com/watchiv=sMxlbTVDifo

https:/ e youtube com/watchhv=0EoHDt-7 150
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