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Prélogo

El propésito de este trabajo es presentar al alumno de la asignatura de Calculo
Diferencial, a nivel bachillerato o licenciatura, un enfoque entre practico y riguro-
so a la vez. La verdad es que el Célculo Diferencial es un area de las matemaéticas
clasica, por ende, se desea informarle al lector que no hay nada nuevo aqui, salvo
la organizacién y la presentacion de los tépicos. Asi es, hay una vasta, y muy bue-
na, literatura de Calculo Diferencial y lo que se espera es que este enfoque y los
detalles propios de la obra sean de interés para el lector.

Mas especificamente, hay muchos libros teéricos (por ejemplo [1], [3]) y prac-
ticos (por ejemplo [4], [6]), pero es reducido el nimero de aquellos que tienen am-
bos enfoques, como es el caso de la presente obra. Es decir, la mayoria de los libros
pretenden que el alumno sepa realizar operaciones o bien demostraciones, y son
pocos los que estudian el aspecto geométrico de la derivada para poder asi hacer
operaciones con este concepto. El propdsito es presentar esta alternativa, que en
cierto sentido es nueva. Sabemos que la mayoria prefiere uno u otro enfoque, sin
embargo, esta obra es para quien desea cubrir ambos aspectos del Célculo Dife-
rencial: el operativo y el geométrico. No obstante, es importante sefalar que, por
lo ambicioso del objetivo, esta obra no es exhaustiva en ninguno de los dos enfo-
ques.

El estudio del Célculo Diferencial se inicia tratando el concepto de funcién, lue-
go se estudia el concepto de limite de una funcién (el cual es uno de los conceptos
centrales del Calculo Diferencial), después el de continuidad y se finaliza con el
de diferenciabilidad de una funcién y aplicaciones de este concepto. En el apén-
dice se presentan algunos t6picos bdsicos, los cuales incluimos con la finalidad de
que la obra sea lo mds autocontenida posible. No obstante, se asume el manejo de
algunos conceptos elementales de dlgebra.

Cabe mencionar que en la preparacion de los ejemplos, y quiza en algtin enfo-
que, me he basado en el libro: Cdlculo con Geometria Analitica, Segunda Edicién
de Earl W. Swokowski, Grupo Editorial Iberoamérica, 1989. Este es un buen libro
que cubre a cabalidad el aspecto practico del Célculo Diferencial.

Quiero expresar mi agradecimiento a Ana Bertha Campos Gonzalez quien cap-
turd la primera versién de este libro. De igual forma, agradezco todo el apoyo del
Departamento Editorial de la UAA.



Capitulo 1

Introduccion general

En este capitulo hablaremos brevemente del origen del Calculo Diferencial y dare-
mos motivos de por qué es importante comprender sus conceptos y sus métodos.

1.1. Origenes y desarrollo del Calculo Diferencial

El Célculo Diferencial se inici6 en 1666 con los trabajos de Isaac Newton (1648-
1727) cuando estudiaba algunos problemas relacionados con el desplazamiento
de objetos, en particular aquellos que se relacionaban con la caidalibre de los cuer-
pos. Casi a la par, Gottfried Leibniz (1646-1716) realizé investigaciones similares;
a él se deben los nombres de “derivada” y “ecuacion diferencial”, ademds de los
simbolos “dx”, “dy/dx”.

En el Célculo Diferencial juegan un papel fundamental los conceptos de fun-
cién y de limite. La palabra “funcién” fue introducida por Leibniz y el primero en
tratar de definir este concepto fue Jacobo Bernoulli (1667-1748): “Se llama fun-
cién de una variable a una cantidad compuesta, de manera que sea, por esa va-
riable y por constantes”. Euler (1707-1743) introduce otras definiciones de funcién
y usa por primera vez la simbologia f(x). En esta época se obtuvieron otras defini-
ciones imprecisas del concepto de funcién, y fue el matemdtico alemén Dirichlet
quien proporciond la definicién rigurosa de este concepto en términos de conjun-
tos. Por otra parte, el concepto de limite es muy antiguo; aparece por ejemplo en
los trabajos de Eudox. En el desarrollo formal del concepto de limite contribuye-
ron notables matematicos como Newton, Leibniz, Euler, D’Alembert (1717-1783)
y Cauchy (1789-1857). Sin embargo, la definicién actual es la de Weierstrass (1815-
1897). Otro concepto esencial del Calculo Diferencial es el de funcién continua,
este objeto matemadtico fue introducido por Bolzano (1781-1848). Bolzano definié
la continuidad de una funcién basado en el concepto de limite, ademads estudié
algunas propiedades importantes de estas funciones.

En la actualidad el Célculo Diferencial es un drea de las matemadtias con con-
ceptos bien definidos y métodos que se pueden usar en un sin nimero de aplica-
ciones, de ahi su éxito e importancia.
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1.2. Aplicaciones del Célculo Diferencial

Como veremos a lo largo de este libro (en especial ver el Capitulo 14), las apli-
caciones del Célculo Diferencial son muy variadas. Como introduccién, y a mane-
ra de motivacioén de los conceptos que trataremos, consideraremos los siguientes
ejemplos.

1.2.1. Unejemplo elemental

Se requiere construir un canal de una hoja de metal, de 2 m de largo y de 35
cm de ancho, que tenga un caudal méaximo. Mds aun, se desea que el canal tenga
la forma

10

15

Por lo tanto, para que el canal tenga un caudal méaximo necesitamos determinar el
angulo 0 conveniente en el que se deben doblar los lados de la hoja de metal. Sea
x la profundidad del canal

15

Observamos que el canal tendrd un caudal méaximo si el area A del trapecio es
la mas grande posible. Esto se lograra si determinamos una x con esta propiedad.
De la relacién

Cateto adyacente x
cosf = =

’

Hipotenusa 10

obtenemos que el angulo buscado sera

0 =cos_1(%). 1.1

Para calcular el drea deseada estudiemos primero una parte de ésta. Mds especifi-
camente, el tridngulo del lado izquierdo que se forma en la figura anterior. Sea b
la base de éste tridngulo. Usando el Teorema de Pitdgoras obtenemos que

b =+v102— x2.
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Por lo tanto, el drea de este tridngulo es
1 X
be = E % 100 — x2.

Puesto que el trapecio esta formado por dos tridngulos, de igual drea, y un rectan-
gulo, entonces su drea A es
A 2(érea del tridngulo) + drea del rectdngulo

1
Z(be)—i— 15x =15x + x+/ 100 — x2.

Esto nos indica que el drea A(x) es funcién de la profundidad x del canal. El pro-
posito de estas notas es iniciar el estudio de objetos matematicos de este tipo.

Por ejemplo, del planteamiento del problema podemos notar que el valor mas
grande de x es 10y el menor es 0. Asi, la x toma valores en el intervalo [0, 10], a esto
se lellama dominio de la funcién A. También notamos que cuando x =0, entonces
el drea es 0, es decir, A(0) = 0. En este caso obtenemos el 4rea minima, la cual no es
es de interés pues no habria canal y todo el liquido se tiraria. Nos interesa el valor
de x para el cual el 4rea, A(x), es méxima. Asi, uno de los objetivos principales del
libro es mostrar como encontrar dicha x, y de (1.1) obtener el 4ngulo 6ptimo para
el doblez de la ldmina.

Podemos decir que la moraleja del ejemplo es que al tratar de resolver un pro-
blema “real” hay que expresar la cantidad de interés en términos de una (o varias)
variable(s) y aplicar los métodos del Célculo Diferencial para encontrar la solucién
6ptima.

1.2.2. Un modelo matematico

En ocasiones el conocimiento de las herramientas matematicas juega un papel
relevante en problemas de la vida real, damos a continuacién un esbozo de uno de
éstos.

La observaciéon cuidadosa del crecimiento de los nifios en edad temprana en
ocasiones puede evitar complicaciones graves. En efecto, es conveniente llevar un
registro del crecimiento de la circuferencia de la cabeza, del incremento en el peso
y de la estatura, por mencionar las més importantes. De este modo, si un nifio no
estd creciendo “segin el promedio” se pueden tomar medidas preventivas para
corregir el problema. Tan sencillo como vigilar la alimentacién o bien si se trata de
una enfermedad grave suministrarle los medicamentos necesarios.

Con la finalidad de tener un buen punto de referencia se toma una muestra
suficientemente grande de nifios sanos. A ellos se les mide, por ejemplo, la estatura
y se le vigila durante cierto tiempo su desarrollo. Si resultan nifios sanos, entonces
significa que su crecimiento es conveniente y vale la pena considerar su estatura.
Se toma el promedio de la estatura de estos nifios sanos y asi, a grandes rasgos, se
obtienen diferentes tablas de crecimiento.

Por lo tanto, es conveniente contar con una expresién matematica que repre-
sente la altura & (en centimetros) de un nifio conociendo su edad x (en anos). Esto
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nos puede ayudar, por ejemplo, a predecir el crecimiento de un nifio sano o bien
a determinar cudl es la edad de mayor o menor crecimiento en un nifio sano. Una
expresion muy usada es el modelo de Jenss (ver [7])

h(x)=79.041 +6.39x — ¢3-261-0-993x

A este tipo de expresiones se les llama modelo matematico. En este caso, el modelo
representa el crecimiento en la estatura de nifios sanos.
La grafica de h tiene la siguiente forma
250 +

200 +

150 +

¥y centimetros

100 +

[ S [ S N I—
T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
X anos

De esto notamos que en los primeros dos afios de vida el crecimiento es bastante
acelerado y después es mas estable. De hecho, para edades grandes (x grande) el
comportamiento es lineal (ver el Ejemplo 5.8). Por otra parte, sabemos que en la
adolescencia (x €[12,18]) el crecimiento también es bastante notorio, por lo tanto
el crecimiento no debe de ser lineal en este periodo. El modelo matematico nos
indica que a los veintiséis afios de edad (x = 26) se tiene una estatura de casi dos
metros y medio (y =250 cm), lo cual es poco probable. Mds atin, el modelo refleja
que se crece indefinidamente, lo cual es absurdo pues hay un momento en el que
se deja de crecer. Asi, el modelo de Jenss no es adecuado en cualquier rango. De he-
cho, es conocido que este modelo es el més preciso para nifios en edad preescolar,
es decir, nifios de 3 meses a 6 afios de edad, en cuyo caso la gréfica se ve asi

120 +

80

¥ centimetros

Xx anos

Es en este rango donde el modelo Jenss es 1itil, por ende el dominio de h es [0.25, 6].

4
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Por ejemplo, vemos que la mayor tasa de crecimiento es alos 3 meses y que un nifio
de dos afios debe medir en promedio 88 cm (nétese que el modelo es para varones,
el promedio en las nifias es de 86 cm, segtin la Organizacién Mundial de la Salud
(OMS)). Si un nifio no tiene en promedio esta estatura entonces es conveniente
llevarlo a una revisién médica. Por cierto, segtin la OMS, el peso promedio en nifios
de dos afios es de 12.9 kg y el de las ninas es de 12.4 kg.

De este ejemplo podemos aprender el importante papel que juegan las funcio-
nes trascendentes, como la funcién exponencial, en la expresién de modelos ma-
temadticos. Ademads, que los modelos matematicos modelan cantidades de interés
en cierto rango y podemos usar estas expresiones matemadticas para obtener datos
especificos, como la edad de mayor crecimiento en nifios en edad preescolar, ver
el Ejemplo 11.7.

Ejercicio 1.1 Investigar en la web al menos tres modelos matemdticos. ; Qué mode-
lan y qué informacién ttil proporcionan?

Ejercicio 1.2 Escribir dos situaciones en las que creas sea posible obtener un modelo
matemdtico y qué informacion iitil puede proporcionar.

Ejercicio 1.3 Considerando que al inicio se crece muy rdpido (nifiez-adolescencia),
luego la altura se estaciona (etapa adulta) y finalmente comienza a decrecer (vejez),
describir una grdfica que represente la altura de una persona con respecto a su edad.
sHay una tinica edad en la que la altura es mdxima?



Capitulo 2

Funciones

En este capitulo introducimos el concepto de funcién e iniciamos el estudio de
sus propiedades. Por ejemplo, su grafica y algunas clasificaciones como funciones
inyectivas, sobres, pares e impares.

2.1. Definicion de funcién y su grafica

El objeto de estudio del Calculo Diferencial es la funcién. La definicién rigurosa
de este objeto matemadtico estd dada en términos de conjuntos y darla estd fuera
del propésito de estas notas, para més detalles se suguiere consultar la referencia
[8]. Para nosotros serd suficiente con tener una nocién clara de este concepto, el
cual describimos a continuacion.

Una funcién f de un conjunto X a un conjunto Y es una regla (de correspon-
dencia) que asigna a cada elemento x € X un tinico elemento y € Y. El conjunto X
sellama dominio de la funcion, y se suele denotar por D(f) o Dy. Elpunto y = f(x)
es el valor que tomala funcién f en el punto x. En simbolos, se acostumbra escribir

f:X—>Y.

El conjunto de valores que toma la funcién f se llama imagen o rango y se denota
por R(f)= {f(x) 1X € X} o I(f). Lavariable x se llama variable independiente y la
variable y se llama variable dependiente.

En general estudiaremos funciones en las que X, Y son subconjuntos de R, en
este caso se dice que son funciones reales de variable real. En la Seccién 15.1 del
Apéndice se revisan algunos conceptos bdsicos de conjuntos.

Es frecuente que una funcion esté expresada por una férmula.

Ejemplo 2.1 Funciones expresadas por una formula:

3

(@) f(0)=x*~2 xeR, (¢) f(x)="——, xeR\{2},

(b) f(x)=sen(x)—2x"? xeR,, (d) f(x)=e*—In(x), x>0.
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Donde R, denota al intervalo [0, c0).

Sin embargo, nétese que hay otras funciones que no necesariamente se pueden
expresar por férmulas.

Ejemplo 2.2 (a) Sea x un dia del aiio 1971 y sea y la temperatura mdxima du-
rante ése dia.

(b) Sea
X, x <0,

g(x):{ Jx, x>0.

Ambas son funciones que no se expresan por una férmula. En el caso de la fun-
cién g se dice que estd definida a trozos (o por partes).

Ejemplo 2.3 Setienen 10 km de malla para cercar un terreno en forma rectangular.
Se quiere que uno de los lados del terreno esté a un lado de un rio, en ese lado no se
ocupard cerca. Expresar el drea cercada en términos de uno de los lados.

Solucién. Sea x el lado del terreno por cercar que es paralelo al rio y sea y el lado
del terreno perpendicular al rio. De este modo, el drea de interés sera

Area=xy.

Aqui hay dos variables x, y. Debido a que tenemos 10 km de cerca y que uno de los
lados es paralelo al rio (el de longitud x), entonces

2y +x=10.
Asi, despejando,

1

y=5 EL

Por lo tanto ] 1
Area(x)=x (5— —x) =5x——x°.

2 2

Por ende, el drea del terreno cercado, A, es funciéon de x. Nétese que el problema
indica que x no puede ser negativa ni mayor que 10, por lo tanto 0 < x < 10. En
simbolos D (A) = [0, 10]. Mas adelante (ver el Ejemplo 2.8) veremos c6mo encontrar
el ancho del terreno (es decir la x) que nos da el 4&rea maxima. |

Es conveniente conocer que hay reglas de correspondencia (o asignaciones)
que no son funciones.

Ejemplo 2.4 Sea x € R y denotemos por y el niimero real tal que x> + y? = 1. ;Es
esta regla de correspondencia una funcién?

Solucion. Si x =0, entonces
0+1°=1 y 0+(=1)P=1.

Es decir, segtin la regla de correspondencia a 0 le podemos asignar los valores 1y
—1. Asfi, esta regla de correspondencia no es una funcién, pues queda ambigua la
asignacion de y cuando x =0, por ejemplo. ]
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Ejercicio 2.1 Sea X el conjunto formado por todos los habitantes de México. Para
cada x € X sea y: (a) su nombre, (b) su CURP, ;Cudl de estas dos asignaciones es una
funcién?.

Es muy conveniente tener una imagen del comportamiento de una funcién, el
siguiente concepto ayuda en ese sentido.

Definicién 2.1 Sea f : X — Y, con X,Y cR. El conjunto
G(f)={(x,y): xeX, y=f(x)} cRxR=R?
se llama grdfica de la funcion f.

Una de las graficas mas elementales es la de una linea recta. Recordemos que
silarecta pasa por dos puntos (x;, 1), (X2, }»), entonces los demds puntos (x, y), de
la recta, estdn determinados por

Y—hn _ —n

. (2.1)
X—X; Xo— X

Despejando y de (2.1) obtenemos

Xo— X —
y=y12 Yo 1+J’2 ylx:b+mx,
Xo— X1 Xo— X1
donde
Xo— Yo X -
b=J’12 Nz 1’ m:.VZ J’1'
Xo— X3 Xo — X1

Los ntimeros b y m se llaman ordenada al origen y pendiente, respectivamente. El
primero indica el punto por donde pasa la recta en el origen y el segundo indica el
4ngulo de inclinacioén, 8, de la recta con respecto al eje horizontal, m = tan(6).

Supongamos que conocemos la pendiente, m, y la ordenada al origen, b, de
una linea recta. Entonces para cada x € R tiene sentido la operacién

Lx)=b+mx.

Asi D(L)=R. La gréfica de L tiene la forma

N
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Estudiemos ahora el rango o imagen de la linea recta. Dado y € R buscamos
un x € R tal que (x, y) € G(L). Geométricamente esto significa que al trazar una
linea paralela al eje horizontal ésta corta a la grafica G(L) y la proyeccién, sobre el
eje horizontal, es el punto x buscado. Mds precisamente, dado y € R, el nimero

cumple que (x,y)e G(L), y = L(x). Asi, elrangode L esR, R(L)=R.
Ejemplo 2.5 Trazar la grdfica de la funcién, f : R — R definida como
f(x)=2x—-1.

Solucién. Lo que daremos es un bosquejo de la grafica de f. Para esto hacemos
una tabla dando valores a x y anotando los valores de y = f (x). Por ejemplo,

x=—1=f(-1)=2(-1)—1=—2—-1=-3,
x=0=f(0)=2x0—1=0—1=—1.

Asi, se obtiene la tabla

X -1 0|1]2]|3
y=f(x)|-3|-1]1|3]|5

Al representar las parejas ordenadas (x, y) = (x, f(x)) en el plano cartesiano, R?,
nos queda

Notese que la ordenada es b =—1 y la pendiente es m = 2. ]

9
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2.1.1. Funcion valor absoluto

La funcién valor absoluto se define por medio de la siguiente regla de corres-
pondencia: Sea x €R, si x >0 hacemos y = x y si x <0 hacemos y =—x. Denota-
mos a y por |x|. En simbolos

x| = x, x=0,
| —x, x<O0.

Este es un ejemplo de una funcién definida por trozos. N6tese que esta regla de
correspondencia estd bien definida para cualquier nimero real, por lo tanto su
dominio es R. Observamos que

|x|>0, VxeR.

En efecto, si x > 0, entonces
|x|=x>0.

Ahora, si x < 0, entonces —x > 0 (ver las propiedades de las desigualdades en la
Seccidn 15.2 del Apéndice), asi

|x|=—x>0.

Como consecuencia de esto tenemos que la imagen de la funcién valor absoluto
estd contenida en R, =[0, c0).

Ejemplo 2.6 Trazar la grdfica de la funcién valor absoluto.

Solucién. Consideremos la tabla

x | |x] T
4 4 i
-2 2
ol o T
2 | 2 1
4 4

De la gréfica de la funcién valor absoluto apreciamos que nunca es negativa y que
es simétrica con respecto al eje de las ordenadas, estas propiedades de simetria las
estudiaremos con detalles mds adelante. ]

No hay una técnica para construir una tabla para graficar una funcién. Lo que
se hace es tomar algunos valores de x suficientemente espaciados (o juntos) para
darnos una idea de su forma.
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2.1. Definicién de funcién y su gréafica

Ejemplo 2.7 Trazar la grdfica de la funcion f (x)= v/x.

Solucién. Notese que si x < 0, no tiene sentido la expresién 4/ x (ver la Seccién 15.3
en el Apéndice), por lo tanto D ( f ) =[0, 00). Construimos la tabla de abajo y luego
graficamos

X 0114 7 9 11 14 16
f(x)|0|1]2]|2645]|3|3316|3.741 | 4

o1
De la gréfica se puede apreciar que la imagen de f es [0, 00). |
Ejemplo 2.8 Trazar la grdfica de la funcién A(x)=5x — %xz, x €[0,10].

Solucién. Como antes, consideremos una tabla para hacer la gréfica

125 F-m-m——mmmm—mm oo

x [AG) < |
0 0

> 8 n4

4 12 10 4+ A(x)=5x—13x?
5 12.5 ol

6 12

8 8 8T

10 0 21

@
I
T

Conreferencia al Ejemplo 2.3, de la gréfica anterior podemos apreciar que se obtie-
ne el drea méaxima de 12.5 km? cuando el lado del terreno vale 5 km. M4s adelante
veremos un método analitico para encontrar este valor (ver el Teorema 9.3). ]
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2.2. Igualdad de funciones

Ejercicio 2.2 Trazar la grdfica de las siguientes funciones:

(@) 21x*—10x+13, (b) 6x°—7x+2, (c) x*—2x*+1, (d) 4x*—13x—12.

Ejercicio 2.3 Trazar la grdfica de las siguientes funciones:
x2+2, xe(-1,1],

(a) h(x)= x+2, x €(1,2], (b) f(x)=
x+4, x¢€(=3,-1),

18x—6
6x24+13x—5"

Encontrar sus dominios y sus rangos.

2.2. Igualdad de funciones

El objetivo es trabajar con funciones, por lo tanto un primer paso es saber cudn-
do dos de ellas son iguales. Esto se precisa enseguida.

Definicién 2.2 Dos funciones f : X; = Ry g : X, — R son iguales si X; = X, y
f(x)=g(x), paracada x € X; = X,.

En palabras, decimos que dos funciones son iguales si tienen el mismo dominio y
toman los mismos valores.

Ejemplo 2.9 Verificar que las funciones f (x)=|x| y g (x)= v x2 son iguales.

Solucién. Tenemos que D(f) = R = D(g). Recordemos (ver la Seccién 15.3 en el
Apéndice) que la raiz cuadrada positiva de un namero real b > 0, es aquel niimero
real a > 0 tal que

a*=b.

Al ntimero real a se le llama raiz cuadrada positiva de b y se denota por v/b. Asi, si
x >0, tenemos que v x2 = x. Pero si x <0, entonces—x >0y

por lo tanto v/ x2 = —x, recuerde que buscamos una raiz cuadrada positiva de x2.

En resumen
x, x>0,
vV x2= =|x|.
—x, x<0,

Por ende, f vy g son iguales. ]
Ejercicio 2.4 Determinar el dominio y la imagen de las funciones
(@) f(x)=¥x, (b) g(x)=Vx.

Trazar sus grdficas. Verificar si son iguales las funciones (f(x))?, (g(x))* y h(x),
donde h(x)=x.

12



2.2. Igualdad de funciones

Ejemplo 2.10 Trazar las grdficas de las funciones

x2

-1
f)=——» 8x)=x+1.

Ademds, verificar si son iguales.

Solucién. Consideremos la siguiente tabla:

X 5| =211 3|5
f(x) | —4 | —1 | Nodefinida | 4 | 6
glx) | —4[-1]2 416

Conella graficamoslas funciones f, g y se puede observar que casi coinciden, salvo
en un punto. En efecto, notamos que

12—1 0
fa)= -1 o0 Y gl)=1+1=2, (2.2)

porlotanto, D (f) =R\{1l}yD (g) =R. Por ende, las funciones f y g no son iguales.
Usando que x2—1 es una diferencia de cuadrados (ver la Seccion 15.5 en el Apén-
dice), nos queda
x*—1 (x+1)(x—1)
x—1 x—1

=x+1 (2.3)

De esto se podria concluir que f = g. Sin embargo, el error ocurre cuando x =
1, pues en este caso en (2.3) hay una divisién por cero, como se ve en la primera
expresion de (2.2). |

Definicién 2.3 Una funcioén f : X — R se dice
(a) parsif(—x)=f(x), VxeX,
(b) imparsi f (—x)=—f(x), VxeX.
Ejercicio 2.5 Sea f(x)=2x8—5x*+ x2. Calcular los siguientes valores

f(h=1)—f(1) fh+D)-f(=1)

(@) f(1), (b) f(=1), (c) N , "

(d)

Si f esuna funcién pary (x, f(x)) € G(f), entonces

(=x, f(x)) = (=x, f(=x)) € G(f).

Esto significa que dado un punto (x, y) en la grafica, entonces (—x, y) también esta
en la gréfica. Asi, las funciones pares son simétricas con respecto al eje vertical (eje
¥); por consecuencia, para obtener su grafica bastara con trazar la grafica en un
lado del plano cartesiano, la otra parte se obtiene por reflexiéon con respecto al eje
vertical.

13



2.2. Igualdad de funciones

Por otra parte, si f esimpary (x, f(x)) € G(f), entonces

—(x, f(x))=(=x,—f(x))=(=x, f(=x) € G(f). 2.4)
Este tipo de simetria se llama simetria con respecto al origen y significa que si sa-

bemos que (x, y) € G, entonces —(x, y) € G. En este caso también es suficiente con
trazar la grafica en una parte del plano. De (2.4) vemos que en este caso se necesi-

tan dos reflexiones con respecto a los ejes, la primera reflexién es con respecto al
eje x y la segunda reflexién con respecto al eje y.

Ejercicio 2.6 Determinar si la funcion es par, impar o ninguna de las dos cosas.

(@) f(x)=x7, (c) k(r)=r"=1, (e) glx)=x(x—1),

(b) f(S)=S+;, (d) g(6)=1(t2=1), (f) flw)=(V16—ur) .
Ejemplo 2.11 Determinar si las funciones

f)=x% gx)=x°
son pares o impares y trazar sus grdficas.

Solucioén. Sea x € R, entonces

fEx)=(—xy=(1Px*=x*=f(x),
gl=x)=(—xP =1’ x*=—x*=—g(x).

Asi, f es una funcién par y g es una funcién impar. Para determinar sus graficas
basta trabajar en la mitad del plano. Para la funcién f, consideremos la tabla:

x | fx) .
0 0 !
1 1 \‘
3 \
5

8 1

9
25

La otra mitad de la grafica de f se obtiene reflejando la gréfica ya obtenida en el
eje y. Andlogamente, consideramos la tabla:

14



2.3. Funciones inyectivas y sobres

X 0|1 3 5
g(x)| 0] 1]27|125

para trazar la grafica de g en el primer cuadrante. Una vez hecho esto, el segundo
paso es reflejar la grafica obtenida con respecto al eje x y luego reflejar la grafica
con respecto al eje y, como se indica enseguida:

4+ 4+ 4+
3+ 3+ 3+
2+ 2+ 2+
1+ 14 1
L L L L L L L L L
T T T T T < | T LIS ~ |
-2 - 1 -2 N1 -2 -1/ N1
\‘ l, \‘
-1 -1 T \ ;1 \
z 1 1
\‘ 1 ]
i 1
-2+ -2+ \ ;-2 \
1 1 1
1 1] \
-3 4 -3 1 1 I -3 4 1
3 3 1 ] 3 1
1 1 1
1 ] 1
—4 + —4 1 1 | —4 '
\ ] 1
\ 1t 1
_5 1 51 1 1 [}

Nétese la relacion que existe entre los puntos (x, y) y los puntos —(x, y). ]

Ejercicio 2.7 De las siguientes funciones trazar su grdfica, encontrar su dominio y
su rango, ademds determinar si son pares o impares:

(@) f(x)=4—x* (c) f(x)=

C(x—4)
x x2—1
(b) fx)=—, (d) f(x)=4 T—x’ x#1,
IX| 2! x=1.

2.3. Funciones inyectivas y sobres
Definicién 2.4 Sea f : X — Y una funcién.
(a) fsellama inyectiva (o uno a uno) si f(x)= f(y), implicax=y.

(b) fsellama sobre (o sobreyectiva) si R ( f ) =Y, esdecir, paracada y € Y existe
xe€X talque f (x)=y.

En general supondremos que Y =R.

15



2.3. Funciones inyectivas y sobres

1
Ejemplo 2.12 Sea f (x) = —. Encontrar el dominio de f y trazar su grdfica. Ademds,
X

ver si f es par, impar, sobre o inyectiva.

Solucién. Nétese que la regla de correspondencia que a cada x € R le asigna su
inverso multiplicativo x ™!, x — x™!, tiene sentido para cada x € R excepto para
x =0, por lo tanto, D (f) =R\ {0}. Sea x € R\ {0}, entonces

1 1
f(—XJ=3=—;=—f(x),

es decir, f es una funcién impar. En consecuencia bastara con trazar la mitad de
la gréfica de f. Para esto consideramos la tabla

x | 1/x
1/3| 3
12 2
1 1
2 | 1/2
3 1/3

La parte punteada se obtiene por simetria como en el Ejemplo 2.11. N6tese que no
hay un punto x en R\ {0} tal que x ' =0. Asi f : D(f) — R no es sobre, pues 0 no es
laimagen de ningtin punto en R\ {0} . Por otra parte, supongamos que x, y € R\ {0}
y ademas

f=f)= 3=~ =x=y.

Asi, f es una funcién inyectiva. ]

Si f : D(f) — R podemos seguir el siguiente método. De manera imaginaria
trazamos lineas paralelas al eje x. Tenemos los siguientes casos:

(a) Silaslineas cruzan una vez la grafica, entonces la funcién es inyectiva.

(b) Si las lineas cruzan mas de una vez la grafica, entonces la funcién no es in-
yectiva.

16



2.3. Funciones inyectivas y sobres

(c) Silaslineas no cruzan la grafica, entonces la funcién no es sobre (es decir, su
imagen no es R).

En el ejemplo anterior, la linea que pasa por el eje x no cruza la grafica, por lo
tanto la funcién no es sobre.

Ejemplo 2.13 Para cada x € R le asignamos el mayor entero menor o igual a x. Este
valor lo denotamos por [ x]. Trazar la grdfica de [ y discutir sus propiedades.

Solucién. Consideremos la siguiente tabla:

X | 2]-15|-13]-1]05[-03][0]05]08|1]15]18
Ix] [ 2 2 21| 1| 10| o o|1] 1| 1

301 ~———
21 ~——
1T ——
1 1 1 1 1 1 1
-4 =3 =2 -1 1 2 3 4
—i—
*r— 2 |
— -3 1

De la gréfica observamos que al trazar lineas rectas, paralelas al eje x, ocurre:
(a) Lalinearecta con y =1.5no corta la grafica, por lo tanto, f no es sobre.

(b) Lalinearecta con y =1 corta la grafica mds de una vez, por lo tanto f no es
inyectiva.

Usando, por ejemplo, las evaluaciones
[25]=2 y [-2.5]=-3,
deducimos que la funcién no es par ni impar. ]

Ejercicio 2.8 Determinar si las siguientes funciones son inyectivas o sobre y trazar
su grdfica

(@) flx)=x+[x], (c) glx)=x—[x],
B x—1 Dk B x—1
= aor @WkD=m

En cada caso hay que especificar quién es el dominio y el rango de la funcion.

(b) h(x)

17



2.4. Desplazamiento de la grafica de una funcién

2.4. Desplazamiento de la grafica de una funcion

Sea f : X — R una funcién cuya gréfica tiene la forma

Sea ¢ un nimero real dado. Ahora, consideremos las siguientes funciones

v(x)=f(x)+c, xeX,
h(x)=f(x+c), x+ceX.

Cuando ¢ > 0 la gréfica de la funcién v resulta de desplazar ¢ unidades vertical-
mente hacia arribala gréfica de f, yla grafica dela funcién # se obtiene desplazan-
do ¢ unidades horizontalmente hacia la izquierda la grafica de la funcién f, como
se aprecia a continuacion:

Definicién 2.5 Las grdficas de las funciones v y h se llaman desplazamiento vertical
y desplazamiento horizontal, respectivamente, de la grdfica de la funcion f.

18



2.4. Desplazamiento de la grafica de una funcién

Si ¢ < 0, entonces la grafica de las funciones v y h se obtienen desplazando verti-
calmente hacia abajo y desplaza horizontalmente hacia la derecha la grafica de f,
¢ unidades, respectivamente. Notese que D(v) = D(f) y cambia el rango. Sin em-
bargo, en el caso de h cambia su dominio, ahora necesitamos que x+c € D(f)=X.
Por lo tanto, x € D(h) siy sélo si existe un z € D(f) tal que x = z—c. Si D(f) es
un intervalo, entonces D(h) es un intervalo desplazado. Con respecto a la imagen
orango de h se tiene que, R(k)= R(f).

Ejemplo 2.14 Trazar la grdfica de la linea recta y = mx + y, — mXx,.
Solucién. Es conveniente escribir la funcién asi
y=m(x—X)+ Yo

Dibujemos primero la linea recta y = mx, luego la trasladamos horizontalmente
ala derecha x, unidades (si x, > 0), para obtener la grafica de y = m(x — x;)

Enseguida, traslademos verticalmente y, unidades hacia arriba (si y, > 0) la grafica
de y = m(x — x,) para obtener:

y=m(x—x)+ ¥

Asihemos obtenido la gréfica de una linea recta que pasa por el punto (x, };) y con
pendiente m, ver (2.1). ]

19



2.4. Desplazamiento de la grafica de una funcién

Ejercicio 2.9 Sea f(x)= x2. Trazar las grdficas de las funciones (@) f(x), (b) f (x)+1,
© f(x)—1, @ flx+1)y () f(x—1).
Ejemplo 2.15 Trazar la grdficade f(x)= x*—4x +5.

Solucién. Completando el cuadrado (ver [9] para recordar este procedimiento) te-

nemos que
x*—4x+5=(x—27°+1.

De ello es facil hacer la gréfica de f, haciendo los desplazamientos respectivos:

En la primera figura desplazamos 1 unidad verticalmente hacia arriba la grafica
de f(x) = x?, obteniendo x? + 1, luego la desplazamos horizontalmente 2 unida-
des a la derecha. La segunda figura nos indica que obtenemos lo mismo si prime-
ro desplazamos horizontalmente la grafica de f(x) = x?, 2 unidades a la derecha,
obteniendo (x —2)? y luego la desplazamos verticalmente 1 unidad hacia arriba,

resultando (x —2) +1. [

Ejercicio 2.10 En la figura se muestra la grdfica de una funcion f :

cC-——F—-—=====

Trazar la grdfica de las funciones
(@) f(x=1), (b) f(x)+1, (c) f(x—=2)+2, (d) flx+2)-2.

sQuiénes son sus dominios y sus rangos?
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2.4. Desplazamiento de la grafica de una funcién

Ejercicio 2.11 Trazar la grdfica de la funcion f(x) = x3 +9x2 +27x + 25, usando
traslaciones.

Ejercicio 2.12 Sea f(x)= v/4— x2. Determinar el dominio y rango de las funciones
(@) f(x), (b) v(x)=F(x)+3, (c) h(x)=f(x—1).

Trazar también su grdfica.

Ejercicio 2.13 Seana, b € R. Verificar las siguientes propiedades del valor absoluto:

(a) lab|=lal|b|, (c) —lal<a<l]al,
(b) la+b|<|al+|bl, (d) |lal—|bl|<]a—Dbl.

Ademyds, si ¢ >0, entonces

(e) lal|<c siysélosi —c<a<c.
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Capitulo 3

Construccion de nuevas
funciones

En este capitulo daremos algunos métodos para construir nuevas funciones
a partir de otras ya dadas. A saber las operaciones aritméticas y la composicién
de funciones. Introduciremos también, de una manera intuitiva, el concepto de
funcién trigonométrica y discutiremos algunas de sus propiedades bésicas.

3.1. Operaciones aritméticas de funciones

Si x, y son nimeros reales (x, y € R), sabemos que podemos sumarlos (x + y),
restarlos (x — y), multiplicarlos (x y) y dividirlos (x/y, cuando y # 0). Estas opera-
ciones bésicas se llaman operaciones aritméticas de los niimeros reales. Si f, g son
funciones, la idea es precisar a continuacién las operaciones aritméticas andlogas
alas delosnimerosreales. De esta manera, dadaslas funciones f, g construiremos

nuevas funciones f+g, f—g, fgy f/g.

Definicién 3.1 Sean f : D(f) — R, g : D(g) — R dos funciones. Para cada x €
D(f)nD(g), definimos

(f+8)x)=f(x)+g(x), (lasumadefmdsg)
(f —8)x)=f(x)—g(x), (arestade [ menosg)
(fg)x)=f(x)g(x), (la multiplicacién de f porg)

ysig(x)#0, entonces

o fx) .
(g)(x)— g(x)’ (la divisién de f entre g ).

Asi, el dominiode f+g, f—gy fg es D(f)nD(g)y el dominio de f/g es
D(f)nD(g)n {x eD(g):g(x)# 0}. En ocasiones es mas conveniente encontrar el
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3.1. Operaciones aritméticas de funciones

conjunto {x eD(g):g(x)= 0} y usar que

{xeD(g):g(x)#0} =D(g)\{x e D(g): g(x)=0}.

Ejemplo 3.1 Sean f(x) = x—1/x, g(x) = 1+ 1/x. Determinar las funciones f +
8 f—8 fgyf/s.

Solucién. Si x # 0, entonces las operaciones x —1/x, 1+ 1/x estdn bien definidas.
Por ende D(f)= D(g)=R\{0}. Asi

(f+g)x) = flx)+g(x)

=3+ (+3)
x——|+|1+—]=1+x, 3.1
X X

(f—8ix) = flx)—gx)
O S
= |x—=|-[14=]==1+x-5,
X X
(fglx) = flx)g(x)

Il
N
=
[
8|~
N——
~
—
+
|~
N——
Il
—
+
=
|
= |

[
|
no

Ademas,

{x ED(g):g(x)zO}z{xe]R\{O}:1+%=0} ={x€R\{O}:%=—1}:{—1},
por lo tanto

D(f)nD(g)n{x € D(g): g(x)#0}
= (R\{0})N(R\{0,—1})

)
—
o |~
—

Il

= R\{O»_l})
y
f f(x)
“w = o=
g g(x)
1 x%-1
X—== x2—1 (x+1)(x—1
= XX =( X )=x—1 (3.2)
1 x+1 x+1 x+1
1+ —
X X
Obteniendo lo deseado. [

Cuando se trabaja con operaciones de funciones hay que encontrar el dominio
antes de realizar las operaciones algebraicas. Notese que en el ejemplo anterior
vimos que D(f + g) = R\ {0}, pero de (3.1) podemos deducir, errbneamente, que
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3.1. Operaciones aritméticas de funciones

el dominio de f + g es R. Andlogamente, sabemos que D(f/g) =R\ {0,—1}, pero al
realizar las operaciones algebraicas en (3.2) podemos deducir, falsamente, que el
dominio es R.

Asi como podemos sumar, restar, multiplicar o dividir nimeros reales un ni-
mero finito de veces, lo mismo podemos hacerlo con las funciones. Veamos un
ejemplo para aclarar el concepto.

x+1
Ejemplo 3.2 Sean f(x) = x — p g(x)=x, h(x) = T Encontrar las funciones

Fghy(f/g)/h. -

Solucién. Primero notemos que

D(f)=R\{0}, D(g)=R, {x€D(g): g(x)=0}={0}.

Entonces

D(fg)
D(f/g)

D(f)ND(g)=R\{0},
D(f)nD(g)N(R\{0}) =R\ {0},

por lo tanto

1
(f8)x) = flx)glx)= (x—;)x=—1+x2,

(f/g)x) = 2 = =

Ademias D(h)=R\{1}y

x+1
{x eD(h):h(x):O}:{xeR\{l}:m=0}={—l},

entonces

D((fg)h) D(fg)nD(h)

(R\{0})N(R\{1})

R\{0,1},

D((f/g)/h) = D(f/g)nD(h)n{x €D(h): h(x)# 0}

= (R\{0,1)N(R\{-1,1})

= R\{-1,0,1},
por lo tanto
(fe)n)(x) = (fgllx)h(x)
B AL
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3.1. Operaciones aritméticas de funciones

(ramx = L ,/fi()x)
x2—-1
_ 7_(x—l)(x+1)(x—1)_(x—l)z_(l_l)2
x+1 x2(x+1) x2 x)
x—1

De este modo se han obtenido las funciones deseadas.

Como era de esperar, al igual que en los nameros reales, las operaciones arit-
méticas con funciones son asociativas y conmutativas.

Ejercicio 3.1 Encontrarf+g, f—g, fg y f/g, donde

1

(a) f(X)=x—%, glx)=x+-= (c) flx)=5x—1, glx)=vx2—4,

1
(b) f(x)=x, g(x)z;, (d) f(x)=2x*+3x+1, g(x)=7x"—x>+4x.
Si sumamos las funciones ‘

gi(x)=a;x’,

a; €R, cuando i =0,1,...,n, obtenemos la funcién
px)=ay+ax+---+a,x",

recuerde que x° = 1. Si a,, # 0, decimos que p es un polinomio de grado n y a,, se
llama coeficiente principal. El nimero g, se llama término constante (o indepen-
diente ). N6tese que D(p) = R. Decimos que x, € R es un cero o una raiz de p si

p(xy) = 0. Es decir, un nimero x, € R es una raiz de un polinomio p si la gréfica de
p cruza el eje x en el punto xg:

Xo

Algunos polinomios tienen un nombre especial:

= p(x)=a,, funcién constante.
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3.1. Operaciones aritméticas de funciones

= p(x)=a,, funciénidentidad.
= p(x)=ay+a,;x, funcién lineal.
» p(x)=ay+a,x+a,x? funcion cuadratica.

Ejercicio 3.2 Verificar cudles de las siguientes funciones son polinomios

2

@ f(x)=%, © flx)=Y@-17,
4__
) f(x)= Y =1p, @ f(x)=;—+i.

Indicar, cuando sea un polinomio, cudl es su grado.

Ejercicio 3.3 Determinar las raices de la funcién (a) lineal y (b) cuadrdtica. (Para
resolver una ecuacién cuadrdtica se suguiere completar el cuadrado, ver por ejemplo
la pdgina 56 en [9].)

Decimos que una funcién es racional si es el cociente de dos polinomios, es
decir, si es de la forma
f(x)

g(x)’

con f, g polinomios. Noétese que el dominio de f/g serd R\ {ceros de g} . Por otra
parte, una funcién se llama algebraica si es suma, resta, producto, cociente o raiz
de polinomios. Una funcién que no es algebraica se llama trascendente.

Ejemplo 3.3 Algunos ejemplos de los diferentes tipos de funciones son:

(@) f(x)=3x>—5x*—1, esun polinomio de grado5,

4x3
(b) g(x)= Ir_T es una funcion racional,

es una funcion algebraica,

(c) p(x)=v3x+1—4 0

(d) q(x)=sen(x)+e™™, esuna funcién trascendente.

Mas adelante, en este capitulo, estudiaremos otras funciones trascendentes, las
funciones trigonométricas.

Ejercicio 3.4 (a) ;Existen dos polinomios f y g tales que la ecuacién

xf(x)+g(x) = 3,
2

xf(x)—glx) = x7,

se cumpla para cada x € R\{0}?. (b) ;Qué pasa si ahora f y g son funciones racio-
nales?
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3.2. Composicién de funciones

3.2. Composicion de funciones

Un método muy importante para construir nuevas funciones a partir de dos ya
dadas se llama composicién de funciones. Este procedimiento no tiene un anélogo
en los nimeros reales.

Definicién 3.2 Sean f : D(f) — R, g : D(g) — R dos funciones. Definimos la fun-
cion composicionde f cong comogo f:D(go f)—R,

(g0 f)x)=g(f(x)),
donde
D(gof)={xeD(f): f(x)eD(g)}.

La composicién de funciones la podemos interpretar geométricamente de la
siguiente manera

R R
s
VN
& /\> £

\ ]

T
gof

Es importante sefialar que el rango de f debe estar contenido en el dominio de g,
es decir, R(f) c D(g), para que la composicién tenga sentido.

Al realizar la composicién (g o f)(x) = g(f(x)) se suele poner f(x) enlugar de x
en la definicién de g y después sustituir el valor de f(x).

Ejemplo 3.4 Sean f(x)= x2, g(x)=+/x. Encontrar fog y go f.
Solucién. Notese que D(f)=Ry D(g)=R,, entonces
D(gof) = {xeD(f):f(x)eD(g)}
= {x ER:x2€R+}=R,

(gof)x) = gfx)=+f(x)=vx2=|x|.

Ademas
D(feg) = {xeD(g):g(x)eD(f)}
= {xeR,:vVxeR}=R,,
(fog)x) = f[flgx)=(g(x))’=Wx)\=x.

En el desarrollo anterior conviene tener presente el Ejemplo 2.9 donde verificamos

que vx2=|x|. n
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3.2. Composicién de funciones

El ejemplo precedente nos muestra que en general f o g no es lo mismo que
go f.Sin embargo, siempre se cumple fo(goh)=(fog)oh.

Ejercicio 3.5 Seanm,neNy f(x)=x™, g(x)= x"", estudiar fog,go f.
Ejemplo 3.5 Sean f(x)=x*—1, g(x)= ¥ x—15. Encontrar fog y go f.
Solucién. Notemos primero que D(f)=Ry D(g)=[15, 00). Entonces
D(fog) = {xeD(g):gx)eD(f)}
= {xe[1500): Vx—15€R} =[15,00),
(feg)x) = flgx)=(g(x)'—1
= (Vx—15)'=1=(x—15)—1=x—16.
{xeD(f): f(x)e D(g)}
= {xeR:x'—1€[1500)}={xeR:x*—1>15}
= {x eR:x*> 16} =(—00,—-2]U[2,00),
(gofix) = gf(x)=Vf(x)—15

V(xt—1)—15=Vx4—16.

D(gof)

En el célculo de D(g o f) hemos usado la definicién de raiz cuarta. |
Ejercicio 3.6 Encontrar fog y go f donde

1

= 2(x) g(x)=x>.

(@) f(x)=x*+1, g(x)=x+3x—1, (b) f(x)
Como veremos adelante, la composicién de funciones ocurre de manera natu-
ral en problemas reales.

Ejemplo 3.6 Se desea construir un tramo lineal de una calle de 6 m de ancho de
modo que el concreto tenga un espesor de 12 cm. Para esto se contrata un camion
pipa que vierte concreto a 220 cm?® [ seg. Expresar la longitud | cubierta de concreto
como funcién del tiempo. Si la calle mide 174 m de largo, ;cudnto tiempo tardard la
pipa en terminar la calle?

Solucién. Tenemos el siguiente esquema

———————————————————————— 6 m (ancho)

12cm
(espesor) 1 (largo)

A t segundos se han vertido (220)¢ cm® de concreto. Los cuales se han utilizado
para cubrir [(12)(600) cm? de la calle. Asi
220

(220)r =1(12)(600) = [ = 7200 t cm
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3.2. Composicién de funciones

Por otra parte, si [ = 17,400 cm, entonces

(17,400)(12)(600)
= =569,4545 seg,

Para cubrir 174 m tomard aproximadamente 158 horas. ]

Ejemplo 3.7 Sea A el drea sombreada en la figura

90,

=1
y sea C el drea sombreada en la figura

Verificar que C es funcién de A y que ésta, a su vez, es funcién del.

Solucién. Para determinar el valor de A notamos que el drea de interés esta
contenida en un rectdngulo de base / y ancho 2r:

=1
Ademas, el radio de los circulos es [ /2. Por lo tanto, se obtiene

1 . .
A = E(Area de cuadrado — Area de un circulo)
1
= E(lz—nrz)
1 AN A
A(l) - lz—n(—) =—(1—E).
2 2 2 4
De modo que, C =10A(1),
lz
C(l)=10—(1—5)=512(1—f).
2 4 4

Mads auin, observamos que [ es funcién de r, [(r)=2r. ]

El &rea C del ejemplo anterior es complicada y la dividimos en &reas del tipo
A, que son mas faciles de calcular, C = (f o A)(I), f(x)=10x. De esto aprendemos
quela composicién de funciones nos permite descomponer una funcién de interés
en funciones ficiles de trabajar. Una consecuencia de este hecho es la regla de la
cadena para derivadas, por ejemplo.
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3.3. Funciones trigonométricas

Ejercicio 3.7 Se fabrican tubos cilindricos de una hoja de cobre del m de largo y 10
cm de ancho. Expresar el volumen del cilindro en términos de lo largo de la hoja de
cobre.

Ejercicio 3.8 Expresar el drea sombreada en la flecha

(a) como funcion del drea del cuadrado

(b) como funcion del drea del circulo

()

3.3. Funciones trigonométricas

En esta seccion introducimos un caso especial de funciones trascendentes, a
saber, las funciones trigonométricas. Iniciaremos con el concepto de dngulo. Para
esto consideremos un segmento de linearecta, /;, que inicia en el punto 0, y supon-
gamos que lo hacemos girar, en sentido contrario a las manecillas del reloj, hasta
llegar a una posicién I,, asi obtenemos un angulo 8, que se ha formado entre la
posicién inicial de /; yla nueva posiciéon en 1,, ver el dibujo

L

Si el recorrido se hace en sentido de las manecillas del reloj, entonces diremos
que el 4ngulo es negativo. Las unidades en las que se miden los dngulos se llaman
radianes.
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3.3. Funciones trigonométricas

Para definir la magnitud de un dngulo consideramos al plano cartesiano. Més
precisamente, hagamos que 0 sea el origen (0,0) y /; coincida con el eje x. Pro-
longuemos I,, si es necesario, de modo que /,, se intersecte con el circulo unitario
(circulo de radio 1). Obtenemos algo asi

P R l
7 N
7 N
, \
! 1
! N
| 9 1
T ! 1
\ 0 |
\ /
/
N ,
N ’
~ 7
\\ //

La longitud del arco, s, del circulo unitario comprendida entre [; y I,, indica-
rd la magnitud del dngulo 6. Mds precisamente, diremos que el d&ngulo 8 mide s
radianes, o bien que 0 = s rad.

Supongamos un angulo fijo, 8, y prolonguemos I, hasta intersectar el circulo
de radio r

Para obtener la longitud del arco S, del circulo de radio r, aplicamos una regla
de tres simple, es decir,

radio longitud del arco
1 : 6f=srad
r : S

Porlo tanto, 1 x S=r x s, es decir, s = r0, donde 0 estd dado en radianes.
Otra forma de medir los d&ngulos es con grados. Para esto basta suponer que un

angulo de la forma
N

mide 180° grados. Por otra parte, esto representa la mitad del perimetro de un
circulo unitario, 27. Por lo tanto, s = (27)/2, es decir

180° = 0 = 7t rad.
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3.3. Funciones trigonométricas

Los demds dngulos se pueden obtener usando la regla de tres simple. Por ejemplo,
si @ =45° hacemos

grados radianes
180 : =
45 @ x

Asi, 180x = 457, lo que nos da, x = %n = 1. Es decir, 45° grados es igual a 7t/4

radianes.
Ahora, si tenemos 13—17'5 radianes y queremos conocer a cuantos grados es igual
hacemos

radianes grados
T : 180
3
-T X
4

Por lo tanto 37 son 135° grados.

Un dngulo puede ser mayor que 360° (27), esto significa que se ha dado mas de
una vuelta alrededor del origen.

Sea 0 un angulo y sea P(x, y) el punto de interseccién del segmento I, con el
circulo unitario

Se definen las funciones trigonométricas de la siguiente manera:

sen(8) = y (seno),
cos() = x (coseno),
tan() = %, x #0 (tangente),

1
—, ¥ #0 (cosecante),

csc(f) =

y

1
sec(f) = ;,x;éo (secante),
ctgl0) = =

;, ¥ #0 (cotangente).

De la definici6én anterior es inmediato que

[sen 8| <1, |cos 8]|<1, VO €eR.
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3.3. Funciones trigonométricas

Por otra parte, suponga que un dngulo 8 corresponde a un punto P(x, y), en-
tonces es claro que se obtiene el mismo punto P(x, y) al dar n vueltas completas
alrededor del origen. Puesto que en cada vuelta se ha recorrido un dngulo de 27,
entonces la magnitud del dngulo correspondiente serd de 6 +(27)n, n € Z. Por lo
tanto, si f es una funcién trigonométrica, entonces

f(0)=f(0 +27n), YneZ.

Decimos que las funciones trigonométricas son periddicas, de periodo 2.
Con el propésito de esbozar la gréfica de las funciones trigonométricas consi-
deremos lo siguiente:

(0,1)

De esto deducimos los siguientes valores de las funciones trigonométricas:

| 0 | o | n/4a |mn/2] 3n/4 | n | 5m/4 |3m/2| 7n/4 | 2m |
send || 0 | 1/v/2| 1 1/v/2 0 |—-1/vV2| -1 |-1/v/2| 0
cos@ || 1 [1/v2]| 0 |=1/v2| -1 | =1/¥2| o0 1/v2 | 1
tan 6 0 1 (e%e) -1 0 1 —00 -1 0
csch || oo | V2 1 V2 00 —V2 -1 —/2 |
sec 1 V2 | oo | =2 -1 —V2 00 V2 1
ctgh || oo 1 0 -1 —00 1 0 -1 oo

La divisién % no estd definida, aqui hemos tomado la convencién de escribir esto
como o0. En la tabla podemos apreciar cémo inicia de nuevo el periodo en 27t. De
este modo obtenemos

Py

cosf

sen @
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3.3. Funciones trigonométricas

\ \ \
1 1 1
3T 1 1 1
1 1 1
I I I
| 1 1 + I
2 1 1 2 1
1 1 1
1 1 1
1T 1 1 1T 1
I I I
1 1 1
1 1 Y I‘
m m 3m 51 3 in m 5m
1 2 3/ nm T 3 a/2m 1 TG
1 1 1
-1 1 1 -1 1
1 1 1
1 1 1
—2 1 1 -2 1 1
1 1 1
1 1 1
| | I 1
-3 1 1 1
| | |
tan @ cotf
\ \ \ \
1 1 1 1
3T 1 1 3T 1 1
1 1 1 1
I I I I
| I I 4 I I
2 1 1 2 1 1
1 1 1 1 1 1
V2 1 1 V2 1 1
1 1 1 11 1 1
I I I I
1 1 1 1
' | ' | a a
i % a5 5 F oo T s 5 ¥ ¥ F oo
1 1 1 1
1T 1 1 1T 1 1
-2 4 1 1 -2 4 1 1
1 1 1 1
o4 1 1 —2 4+ 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
| 1 1 _a 1 1
-3 1 1 3 1 1
1 1 1 1
secl csch

A continuacién estudiaremos algunas identidades ttiles (ver [7] para una am-
plia gama de éstas). Supongamos que P(x, y) es el punto en el circulo unitario aso-
ciado al dngulo 0 < 6 < 2. Recordemos que —6 representa la longitud del arco,
pero ahora en sentido de las manecillas del reloj, de modo que el punto asociado
serd P(x,—y). Graficamente lo podemos apreciar asi

T T eP(x,y)

1
/
/ y : 0
i I
I |
\ xq
\ —y | !
N o
Sso_ A P(x,—y)
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3.3. Funciones trigonométricas

De esto deducimos que
sen(—0)=—senf y cos(—@)=cos G,

es decir, la funcién seno es impar y la funcién coseno es par. Expresiones andlogas
para las otras funciones trigonométricas se pueden obtener usando las siguientes
identidades

_sen(0) 1
tan(@)—m, sec(H)—Cos(a),
1 1
COt(Q)Z m, CSC(Q)Z sen(H)'

De las relaciones
2. o Y@ 1 x)* 1
2 +yi=1, 1+(3) == (x20) 1+(;) =z 70,
deducimos que
sen®(8)+cos’(0)=1, 1+tan’(0)=sec?(d), 1+cot’(0)=-csc’(6). (3.3)
Por otra parte, tenemos que

sen(a + B)=sen(a) cos(B)+ cos(a) sen(f),
cos(a + f3)=cos(a) cos(f)—sen(a) sen(f),

cuya verificacién puede consultarse en la Seccién 15.8 del Apéndice.
Ejemplo 3.8 Encuentre la solucién de
2cos®(t)+cos?(£)—2cos(t)—1=0,
en|0,2m,) y darla también en grados.
Solucién. Haciendo x = cos(t), nos queda
2x%+x*—2x—1=0,
factorizando
0=x’2x+1)—2x+1)=2x+1)(x*—D)=2x+1)(x+1)(x—1).
Porlo tanto, x =—1, 1, —%. Esto significa que cos(t)=—1, cos(t)=1y cos(t)= —%.
Ahora buscamos un valor en grados, de ¢ € [0,27), tal que cos(¢) nos dé el valor
respectivo. Asi vemos que
cos(180°)=—1 y cos(0%)=1.

Para calcular el valor de ¢ tal que cos(¢) =—1/2, hacemos
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3.3. Funciones trigonométricas

Por lo tanto, hay dos opciones de dngulo, 0, y 6,. Por inspeccion deducimos que
éstos son 6, = 120° y 0, =240°. n

Ejercicio 3.9 Encuentre el cuadrante que contiene a 0 suponiendo que

(a) sen(0)>0, cos(8)<0, (¢) cos(8)>0, csc(B)<0,
(b) sen(@)<0, sec(8)>0, (d) tan(8)<0, cot(8)>0.

Ejercicio 3.10 Convierta el valor dado a radianes o grados, segtin corresponda:
s 31
(a) e rad, (b) -~ rad, (c) 165°, (d) 75°.

Ejercicio 3.11 Un dngulo 0 abarca un arco de 80cm de longitud sobre una circun-
ferencia de 2m de radio, ;cudl es el valor de 0 en radianes?

Ejercicio 3.12 Verificar las siguientes identidades:

(a) sen(x)+cos(x)cot(x)=csc(x), (c) 1—2sen?(x)=2cos?(x)—1,

_ cotdl0 J tan(x)—cot(x)_2 ) )
1+tan2(0)_CO 0 (@ tan(x)+cot(x) sen”(x)—1.

csc?(8)

Ejercicio 3.13 Calcular los siguientes valores (sin usar calculadora):

(a) cos 30°, (c) sen /6, (e) tan 150°, (g) cot 57/6,
(b) sec 240°, (d) csc 4m/3, (f) cos 120°, (h) cos 240°.

Ejercicio 3.14 Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones en [0, 27)
(a) sen@+2cos’@=1, (b) sen2x=sen x.

Ejercicio 3.15 Trazar la grdfica de la funcion f dada por:

(a) f(x)zsen(x—%n)—i—?), (b) f(x)=5—cos(%7r—x).

Hay muchos programas de computo para graficar funciones. A continuacién
damos algunos comandos utilizados por MatLab:
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3.3. Funciones trigonométricas

= Valor absoluto de x =abs(x), seno de x =sin(x)
= Coseno de x =cos(x), tangente de x = tan(x)
= Exponencial de x = exp(x)
» Logaritmo de base 10 de x =log(x)
= Logaritmo de base e (o natural) de x =In(x)
= Parte entera de x = round(x)
= Raiz cuadrada de x = sqrt(x)
= Potenciade x alan=xAn (nreal >0).
Ejemplo 3.9 Graficar la funcién f(x)=2e * sen(x) en el intervalo [0, 8].

Solucién. Se introduce el siguiente c6digo en MatLab:
>> f ='2xexp(—x)*sin(x)’; (se define la funcién);
>> fplot(f,[0,8]) (se especifica el intervalo);

>> title(f), xlabel('x’) (grafica la funcién)

0.5 1+

Noétese lo conveniente de usar un programa de cémputo, ya que la funcién no es
sencilla de graficar. N

Ejercicio 3.16 Graficar las siguientes funciones
(@) f(x)=(vx), x€l0,4], (d) f(x)=21x®—10x+13x, xe[-1,1],
(b) f(x)=(x+1)(x+3)(x+8), xe[-5,2], (e) f(x)=\/§, x €[—4,4],

(¢) f(x)=sen(exp(cos(exp(senz(x3))))), x€[-3,3], (f) f(x)=x%, x€<[0.1,3].
Ejercicio 3.17 En cada caso, encuentre todos los x € R que sean solucion de la ecua-
cion

(a) sen(x)=—1, (c) sen(x)=1, (e) cos(x)=0,
(b) sen(x)=0, (d) cos(x)=-—1, (f) cos(x)=1.
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Capitulo 4

Limites

Sin duda, el concepto de limite es uno de los objetos matematicos fundamen-
tales del célculo. En este capitulo definimos dicho ente matematico e iniciamos el
estudio de sus principales propiedades.

4.1. Definicion de limite

Comenzamos introduciendo el concepto de limite de manera informal. Sea f :
D(f) — R una funcién y x, € R un punto para el cual existe un intervalo abierto
I tal que I\ {xp} € D(f). Decimos que un nimero L € R es el limite de f en x, si
los valores f(x) se pueden aproximar a L, tanto como se quiera, aproximando los
valores de x a x; (con x # x,). Este hecho se acostumbra denotar como

lim f(x)=L,

y decimos que f(x) tiende a L cuando x tiende a x;, o bien decimos que el limite
de f(x)es L cuando x tiende a x;.

Es importante notar que la funcion f no necesariamente estd definida en x,, es
decir, xy no estd en D(f) necesariamente. Ademas, cuando el limite existe es tinico.

Ejemplo 4.1 Considere la funcion

flx)= _1 , x€[0,1)u(1,00).
Estudiar lim,_,; f(x).
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4.1. Definicién de limite

Solucién. Primero nétese que 1 ¢ D(f) =[0,1)U(1, 00). Hagamos una grafica
de f, para tratar de adivinar el limite de f(x) cuando x tiende a 1:

X[ J)
0 1
025| 15 3
0.5 | 1.707
0.8 | 1.894 5
0.9 | 1.948 |
0.95 | 1.974 [
1.05 | 2.024 1 :
1.1 | 2.048 [
1.2 | 2.095 ! % % %
2 | 2.414 1 2 3 4
4 3

En la gréafica de arriba hagamos que los valores de x se aproximen a 1, sin tomar el
valor 1. De aqui observamos que el valor de la funcién se aproxima a 2 cuando x
se aproxima a 1. Por ende, inferimos que lim,._,; f(x)=2. ]

El concepto riguroso de limite es el siguiente.

Definicién 4.1 Un niimero L es limite de f(x) en x,, si para toda & > 0 existe 6 >0
tal que si x €((xy— 0, xo+ 6)\{xo}) € D(f), entonces f(x)e(L—¢,L+¢).

Graficamente este concepto lo podemos interpretar asi: Un ntimero L es limite
de f(x)en x, si al trazar cualesquiera dos lineas y = L+¢, y = L—e¢, € > 0, existe un
intervalo abierto I, que contiene a x;, tal que f(x) estd entre las lineas y = L + ¢,
y=L—¢,paracadax el:

1
Ejemplo 4.2 Verificar que lim,_,, — no existe.
X
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4.1. Definicién de limite

Solucién. Si el limite L = lim,_,, + existiese, entonces la gréfica de la funcién 1
deberia estar acotada cerca de 0, es decir entre las lineas y = L+¢, y = L —¢, para
x cercana a 0. Esto no es cierto, pues % se hace arbitrariamente grande cuando x
se aproxima a 0. En efecto, de la gréfica

podemos apreciar que siempre hay al menos un x, cercano a 0, tal que f(x) que se
saledelaslineas y=L+¢, y=L—e¢. |

Ejercicio 4.1 Adivinar el valor de los siguientes limites:
P
lim .
t——1 t+1
Ejercicio 4.2 Verificar si existen los siguientes limites, si existen, adivinar su valor:

(@ lm(x*+1),  (b)

y x+3 . (h+2)>—4
@ ey WO

Ahora estudiaremos otro concepto, los limites unilaterales. Sea f : D(f) —» Ry
Xo € R tal que (x4, xo + 0) € D(f), para algin 6 > 0. Decimos que L es el limite por
la derecha (o por arriba) de f en x, si podemos aproximar f(x)a L tanto como se
quiera haciendo que x € (xy, Xy + 0) se aproxime a x,. En este caso escribimos

L =lifnf(x), obien L= lim f(x).

X—Xg
Andlogamente se define el limite por la izquierda.

Ejemplo 4.3 Seasig:R — R la funcién signo definida por

. 1, x>0,
sig(x) = -1, x<O0.

Estudiar lim, |y sig(x) y limqsig(x).
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4.2. Propiedades de los limites

Solucién. Consideremos la grafica de la funcién signo:

sig(x)

Notamos que en cualquier intervalo de la forma (0, §) la funcién sig(x) = 1, por lo
tanto lim, |, sig(x) = 1. Por otra parte, en cada intervalo de la forma (-0, 0) se tiene
que sig(x)=—1, por lo tanto lim ¢, sig(x) =—1. ]

Ejercicio 4.3 Verificar que x sig(x) = |x|, para cada x € R.
Ejercicio 4.4 Encontrar los limites unilaterales en 0 de las funciones

|x|sig(x)+ x |x|+ x

(@) fX)=——""— (b) glx)= .

X X

Los limites unilaterales no siempre existen; en efecto, la funcion f(x)=sen(1/x)
no tiene limites unilaterales en 0 (ver el Ejemplo 4.12).

Es conveniente notar que lim,_,, f(x) existe siy sélo si los limites unilaterales
lim,,,, f(x) y lim,;, f(x) existen y son iguales. Usando este criterio deducimos
que lim,_,,sig(x) no existe, ver el Ejemplo 4.3

4.2. Propiedades de los limites

Algunos limites elementales son
= lim,_,, C =C, (limite de la funcién constante),
= lim,_,, x =a, (limite de la funcién identidad).
Tenemos también que si
lim f(x)=L y limg(x)=M,
x—a x—a
entonces

lim(f+g)(x)=L+M, lim(fg)x)=LM,

xX—a

ademas, si M # 0, entonces

(Lot
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4.2. Propiedades de los limites

Como consecuencia de esto obtenemos que si p es un polinomio

px)=ay+ayx+---+a,x",

entonces
lim p(x) = limagy+ lim a;x+---+ lim a, x"
X—Xg X— X X—Xg X— X
n
= lim ay+ lim a; lim x+---+ lim an(lim x)
X— X X—oXy XXy X— X X— X
— n__
= agta;xg+-+a,(x)" =p(x)
Ejemplo 4.4

. 5x?2—2x+1 40
lim———=—.
x—3 4x3-7 107
Solucién. Notemos que p(x) =5x>—2x + 1y que g(x) = 4x3—7 son polinomios.
Entonces

lim p(x) = p(3)=5(3)* —2(3)+ 1 = 40,

x—3
1in§ q(x)=q(3)=4(3P°-7=107.
X—.
Puesto que lim,_; g(x) =107 # 0, hacemos

I 5x2—2x+1 lim,_3p(x) 40
1m = = —
x—3  4x3—-7 lim,_5;¢q(x) 107

Obteniendo asi el resultado deseado. [

Al calcular limites de la forma
lim L)
im —,
=3 g(x)
suele pasar que lim,_,, f(x)=0 y lim,_,, g(x)=0.En este caso hay dos métodos

usuales que detallaremos en los siguientes ejemplos (también se puede usar, en
este caso, la regla de LHospital que se verd en la Seccién 7.4).

Ejemplo 4.5 Calcular
. x?—4

im .
x—2 X2—2Xx

Solucién. Notemos que
lim(x*—4)=0 y lim(x*—2x)=0.
x—2 x—2
Factorizando los polinomios, x>—4 = (x +2)(x—2) y x>—2x = x(x—2), obtenemos

P P

3 x+2 242
lim = =2.

x*—4 1 (x+2)(x—2)
=2 X2—2x x—2 x(x—2) -2 x 2

Como queriamos. ]
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4.2. Propiedades de los limites

Ejemplo 4.6 Calcular
o x*—3x%+2x

im——.
x—1x3—5x2+7x—3
Solucién. Primero observemos que

lim(x*—3x*+2x)=0y lin%(xe’ —5x*+7x—3)=0.
X—

x—1

Dividiendo los polinomios x*—3x2+2x y x3—5x2+7x—3 entre x—1, nos queda

x3 +x%2—2x

x—1) x* —3x2+2x
—x*+x3
x3—3x?
—x3 +x?
—2x%+2x
2x%2—2x
0

Por lo tanto

x*—3x%2+2x

P

m——
x—1x3—-5x2+7x—3

Nuevamente tenemos que

x?>—4x+3
x—l) x3—5x2+7x—-3
—x3 +x°

—4x%+7x
4x%—4x

3x—3

—3x+3

0

o (x=1)(x3+x2—-2x)
im
x—=1 (x—1)(x2—4x+3)
x3+x%2-2x

= lim———.
x—1 x2—4x+3

lin}(x3 +x%-2x)=0y lin}(x2 —4x+3)=0.
X— X—

Dividamos

X% +2x

x—1) x° +x2—2x
—x3 +x?

2x%—2x

—2x%+2x

0

En consecuencia

o ox3+x%-2x
lim —————
x—1 x2—4x+3

x—3

x—1) x?—4x+3
—x% +x

—3x+3

3x—3

0

 (x—=1)(x2+2x)
lim————

-1 (x—1)(x—3

. x*+2x 1+2 3
lim = =—.
x—1 x—3 1-3 2
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4.2. Propiedades de los limites

Por lo tanto

o x*—3x%+2x 3
Im—mMmMmM=——.
x—1x3—5x2+7x—3 2
Calculando asi el limite deseado. [

Otro método usual, que veremos a continuacion, es el de racionalizar.
Ejemplo 4.7 Calcular el B
VR
Solucién. Nétese quelim,_,o x =0 y lim,_,o(+' x + 1—1) = 0. Racionalizando resulta

X X Vx+1+1 x(vx+1+1)

Viri-1 Viti—1 Vx+i+l (x+1)—1

x(vVx+1+1
MY T,
X

donde hemos usado, enla segundaigualdad, que el denominador es una diferencia
de cuadrados. Asi

X
Iim—=lim(vVx+1+1)=v0+1+1=2.
=0 4/x+1—-1 «x o( )

Obteniendo el limite deseado. [

El limite del Ejemplo 4.1 se puede encontrar también racionalizando.
Ahora consideraremos la composicién de limites. Es decir, si

X—a

lim f(x)=Ly lin}g(y):M, entonces lim(go f)(x)=M.
y— X—a

Por ejemplo, supongamos que lim,_,, f(x)=L y

gay) = %y, y=0, neN,
&) = %y, ye€R, nimpar
En este caso
Hn} gl()’) = YVZ’ Sir L> 0)
yﬂ

lin%gz(y) VL, si LeR.
y—)

Por lo tanto

lim %/ () = VL, si L>0, neN,
xoa | YL, si LeR, neN, impar

Ejemplo 4.8 Calcular

lim V3x2+2x—8 y lim VAax3+7.
X— X
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4.2. Propiedades de los limites

Solucién. Observamos que
lim(3x*+2x—8)=—8, lim@4x*+7)=7,
x—0 x—0

entonces

lim V3x24+2x—8=vV-8=-2,

X—

pues n =3 es impar, y lim,_,, ¥/4x3 +7 = /7, estd bien definido ya que 7 > 0. ]
Mas generalmente, si m,n €N y lim,_,, f(x)= L, entonces

lim(f(x))™/"=L™", si L>0, nimpar,
X—a

lim(f(x)) ™" =L7™/", si L>0.

X—a

Una propiedad més de los limites es el teorema de la estriccién (o comparacién
o quesadilla o del ladrén y los dos policias (Rusia)). Suponga que existe 6 > 0 tal
que
gxX)< f(x)<h(x), Vxe(xg—6,x+6)\{x}.

Esto graficamente significa

Ademas, si
limg(x)=L y limh(x)=L,
entonces
lim f(x)=L.
Ejemplo 4.9 Calcular
1
lim x sen ( —) .
x—0 X

Solucién. Sabemos que

<1, Vx#0.

ol
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4.2. Propiedades de los limites

Multiplicando por | x|, nos queda

ssn( 2

es decir (ver el inciso (e) del Ejercicio 2.13)

of)

1
—|x| < xsen(—) <|x], Yx#O.
x

<l|x|,

Ya que lim,_4(—|x|) =0ylim,_,|x| =0, existen y son iguales, entonces el resultado
es consecuencia del teorema de comparacién de limites. |

Todas las propiedades sobre limites mencionadas hasta aqui se cumplen tam-
bién para limites unilaterales. Veamos c6mo se aplican.

Ejemplo 4.10 Calcular
1

lim —,
x]0 [[l/xﬂ
donde [] es la funcién mayor entero menor o igual que.
Solucién. Notemos que
1
[1/x] < =<[1/x]+1,
x

para cada x # 0. De la segunda parte de la desigualdad deducimos

—-x 1 1<[1/x] X 1
=—1<[1/x]> ——>——.
X X 1—x [1/x]
Por lo tanto
1 X
x < < .
[1/x] 1—x
Como lim, o x =0 y lim,, ;= =0, entonces lim, |, m =0. [

Ejercicio 4.5 Calcular

1 1
(a) limxSSen(—), (b) limx%en(—).
x x

x—0 x—0

Ejercicio 4.6 Calcular los limites siguientes

x2—2x+1 Jx—+3

(a) lim— () lm—"——
x—1 x—1 x-3 x—3
x?>—4 z3+8
(b) lim , (d) I .
x—2 X—2 z——2 Z2+4+2
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4.3. Limites de funciones trigonométricas

Ejercicio 4.7 Indicar por qué los siguientes limites no existen

(x—3)2 [x—3]
(a) lim ———, (b) lim —, (c) lim .
x—3 x—3 x—0 x2 x—3 x—3
Ejercicio 4.8 Calcular los limites
16x2/3 4x2—6x+3 1
(a) lim ——, (d) lm ————, (g) lim ———,
x——8 4 — x4/3 x—1/2 16x3+8x—7 =1 X — 7%
xX+3 vZu—1-1
b) imv5t2+9 V9t +1, lim ———, (h) lim——
(b) lim (e) lim o ras W im
y x2 1 . ¢ Y IR T
(c) lim| —————7] (f) lim x+ﬁ , () Hm - Wiry ik

Ejercicio 4.9 Si existen los limites, calcularlos; si no existen, indicar por qué,

i i y 14++/2x—10 i 14++/2x—10
(@) Um[x], (¢) lim[x], (e) lim———r—— (g) im———>—

(b) lilllﬁla/x—S, (d) liIT161\/5—X, () 11111111/3 x—1, (h) lilTllli/x—l.

4.3. Limites de funciones trigonométricas

Iniciamos recordando que sen x y cos x estdn definidas para toda x € R, es de-
cir, su dominio es todo R. Muchos limites de funciones trigonométricas se pueden

calcular a partir de los siguientes limites

sen t
(a) limsen =0, (c) lim =1,
7—0 =0 t
l1—cos t
(b) limcos t=1, (d) lim——=0.
t—0 t—0 t

Vamos a discutir de manera breve, e intuitiva, como se obtienen estos limites.
Trataremos primero los limites (a)-(b). Queremos hacer que sen ¢ y cos ¢ estén muy
proximos a 0 haciendo que ¢ esté cercano a 0. Supongamos que 0 < t < /2y

consideremos la figura
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4.3. Limites de funciones trigonométricas

De la definicién de seno y coseno tenemos que
O<sent=y<rt. (4.1
De la identidad x2 + y? =1y (4.1) concluimos que
1-x*<t? = 1-r*<x?
es decir,
1—t2<x=cost<1. (4.2)
Puesto que
limt =0,
tl0

entonces por el teorema de comparacion resulta de (4.1) que
limsent =0.
t10

Por otra parte

Iimv1—1t2=1,

t10

implica, usando el teorema de comparacién y (4.2), que

limcos t=1.
10

Andlogamente se puede verificar que

limsent =0, limcost=1.
£10 10

De lo cual se deducen los limites (a) y (b).

Cabe mencionar que los limites (¢) y (d) seran consecuencia inmediata de la re-
gla de L'Hospital, ver el Ejemplo 7.15. Sin embargo, presentamos enseguida un mé-
todo para obtener estos limites. Esto debido a que nos presenta una buena opor-
tunidad de hacer uso de los conceptos introducidos en las Secciones 15.6, 15.7 del
Apéndice. Consideremos la siguiente figura que involucra al circulo unitario:

De la figura vemos que el drea del tridngulo rectdngulo de base x y altura y (3x-y)
es menor que el drea del sector con amplitud de ¢ radianes (% t, ver (15.4)) y esta
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4.3. Limites de funciones trigonométricas

drea es menor que el 4rea del tridngulo rectdngulo de base 1 y altura i (3 -1+ h), es

decir,
! < ! < h 4.3)
—Xxy<—-<—. .
2 y 2 2

Por otra parte, el tridngulo de base x y altura y es semejante al tridngulo de lado 1

y altura h, por ende de (15.5) se obtiene

h
—=" o=
X y X
Asi, (4.3) se convierte en

X t

Xy PV

2 2 2x

En la desigualdad precedente multiplicamos por 2, tomamos reciprocos y usamos
las definiciones de las funciones seno y coseno, para concluir que

nt 1
<

se
cost < .
t cost

Usando el limite (b) y el teorema de comparacién concluimos que el limite en (c)
es cierto.

Para calcular el limite (d) usaremos un tipo de “racionalizacién”, es decir mul-
tiplicaremos y dividiremos por 1+ cos ¢:

l—cost  1—cost 1+cost
t B t '1+cost
_ 1—cos®t
" t(1+4cost)
sen’t  sent sent

t(1+cost) t 1+cost

Puesto que
B sent sen(
1im = =
t—=01+cost 1+4cos0O
entonces
. l—cost , sent _, sent
lim =lim -lim =
t—0 t t—=0 t—0 1+cost

A continuacién presentamos otros métodos para calcular limites trigonomé-
tricos.

Ejemplo 4.11 Calcular

senb5x . cos(u+m/2)
, (b)) lim—.
x—0 2x u—0 u
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4.3. Limites de funciones trigonométricas

Solucién. (a) Hagamos ¢ =5x. N6tese que si x — 0, entonces ¢ — 0. Por lo tanto

. senbx . 5) senb5x
lim = lim| -
x—=0 2Xx x—0\ 2 5x
5) ., sent 5
= | =|-lim =—.
2) t—=0 2

(b) Usando la identidad del coseno de la suma de dngulos (ver (15.8)) deducimos
que

. cos(u+m/2) . —senu
lim =lim =—1.
u—0 u u—0 u
Como queriamos verificar. ]
Ejemplo 4.12 Estudiar
1
lim sen —.
x—0 X

Solucién. Usando algiin software matemaético, MatLab por ejemplo, podemos gra-
ficar la funcién f(x)=sen(1/x) para darnos una idea del limite:

LA AN
LY

De esto vemos que cuando x se aproxima a cero entonces sen(1/x) se aproxima a
cualquier valor entre —1 y 1. Especificamente, veamos que sen(1/x) se aproxima a
l1ya—1, cuando x — 0. En efecto, consideremos los nimeros

1 1

_ 4.4
s+2nm v (4.4)

3 )
5m+2nm

y nétese que, para cada n €N,

f ((g +2n7‘f)71) = sen(g +2n7r) =1,

f ((gn +2n7‘c)_1> = sen(%n+2n7‘c) =—1.

Es decir, para n € N muy grande, ambos nimeros en (4.4) se aproximan a 0, mien-
tras que sus respectivos valores bajo f se aproximanal y a —1. Esto significa que,
por la unicidad de limite, el limite lim, o sen(x~!) no existe. [ ]

Ejercicio 4.10 Calcular los siguientes limites:

3
sen(x+m/4)—1 sen x 1
iy (d) lim ) (g) lfm(Sz—l)Ssen(—l) ,

x—-n 1—x s—1 S—

(a)

m
x—m/4 x—7'c/4
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4.3. Limites de funciones trigonométricas

) x? . sen®8t _ 2(1+t*—cost)—sen*t
(b) im ——, (e) lim———, (h) lim
x—=01—c0s2x t—0 12 t—0 t+t2—tcost
_ xsen(1=esr) _ u*(5+senu) sen® x
(¢) lim ————, (f) im—— -, (i) lim
x—0 l—cosx u—0 (y+senu) x—m x(1—cos x)
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Capitulo 5

Limites al infinito

En este capitulo introducimos el concepto de limite al infinito y veremos c6mo
se relaciona este concepto con el de asintota (vertical u horizontal).

5.1. Limites finitos al infinito

Sean —oo y +00 dos simbolos tal que
—00 < X <409,

es decir, —oo es menor que todo niimero real, x, y +00 es mayor que todo niimero
real, x. En ocasiones en lugar de +00 escribiremos co.

Sea f : I — R, donde I es un intervalo de la forma (a, 00), [a, ©0) o bien I =R.
Decimos que f(x) tiende al nimero real L cuando x tiende a 400 si f(x) se puede
aproximar a L haciendo x suficientemente grande. Si esto ocurre lo denotamos
por

lim f(x)=L.

x—+00

Gréficamente significa que para valores de x, muy grandes, f(x) se aproximaa L:

La linea recta y = L, paralela al eje x, se llama asintota horizontal de la grafica de
fenlL.
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5.1. Limites finitos al infinito

Ejemplo 5.1 Sike€Q, ya,b eR, entonces
lim ———=0.
x—00 (x + b)k

Solucién. Nétese que a(x + b) ¥ puede aproximarse tanto como se quiera a 0, ha-
ciendo x muy grande. Se tiene una representacién grafica de la siguiente forma

Ma4s precisamente, si x es muy grande, entonces x + b serd también muy gran-
de, en particular x + b > 0, por lo tanto tiene sentido la expresién (x + b), la cual
serd también muy grande. De este modo, sin importar el signo de a, la cantidad
a(x + b)™* serda muy pequedia. ]

Se definen de manera andloga el limite y las asintotas en —oo.

Ejercicio 5.1 Trazar la grdficade f(x)=(7+ x*)7! y estudiar sus asintotas horizon-
tales.

Se tienen, entre otras, las siguientes propiedades. Si

lim f(x)=L vy xlilgloog(x)zM,

X—+00

o bien
lim f(x)=L vy xligloog(x)zM,

X——00

entonces se cumplen las operaciones aritméticas de la Seccién 4.2.

1
Ejemplo 5.2 Estudiar las asintotas de f(x) = S Senx.

Solucién. Nétese que

1 1
=—|senx|< —.

0<
|x] |x]

1
—senx
x
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5.1. Limites finitos al infinito

De esto deducimos que
1 1 1
—— < —senx < —.
lx] — x |x]
Puesto que | x|™! puede aproximarse a 0 tomando valores de x muy grandes, resulta
que

1 1
Iim —senx=0, lim —senx=0.
X——00 X X—+00 X

La grafica de la funcién f tiene la forma

En ella podemos apreciar que en efecto el eje x es una asintota horizontal en —oo
yen+00. ]

Ejemplo 5.3 Sea
2x+3

4x3/2 — x1/4°

flx)=
Calcularlim,_,_o, f(x) y im,_, oo f(X).

Solucién. No es posible calcular el primer limite pues x*2 = (x%)!/? no tiene senti-
do si x < 0. Para calcular el limite a oo dividamos el numerador y el denominador

entre el término de mayor exponente, es decir, entre x3/2,
2x+3 2 3
2643 “ap _wmtin
4x3/2 — x1/4~ 4x3/2_ U4~ 1
x3/2 4= x5/4
Puesto que
Ii 2 Ii 3 1i !
o 1a = =Y =
entonces
2x+3 0
m ——=-=
x—00 4x3/2— x1/4 4
Como queriamos. ]

Ejemplo 5.4 Calcularlim,_,o,(vx2+2—+x2+1).
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5.2. Limites infinitos

Solucién. Intuitivamente esperamos que el limite sea 0, pues si x es muy gran-
de entonces vx2+2 y v/ x2+1 se parecen mucho (por ejemplo, 4/10,0002+2 =
10,000.0001 y 4/10,0002+ 1 =10,000.00005). Para verificar esto racionalizamos,

Vxzr2—v/x2+1 = (Vx2+2—vx2+1)(vVx2+2+Vx2+1)

VX2+2+vx2+1
(x24+2)—(x2+1)
VX2+2+vx2+1
1
VX224 VX241
Ahora dividamos el numerador y denominador entre x,
1
1 x
lim = lim
X200/ x2+2+v/x2+1 X200 X242+ vV x2+1
X
1
= lim X
X000 /X242 x2+1
+
v x2 V x2
1
= lim X
X—00 2 1
Q L+ 5+ Q 1+
0
= ——=0.
V1+4/1
Obteniendo asi el resultado deseado. ]
Ejercicio 5.2 Calcular los limites
2x*—8 3x*—5
(a) lm ———, (d) lim ——,
x——00 3x2+9x +4 x—00 x3+8x +4
3x%—5 2x*—8
(b) lim ——, (e) li

) m ——,
x——00 x34+8x+4 x>0 3x2+9x+4
sen(x*)—5cos x sen(x*)—5cosx

(c) lim » (f) Jim

X——00 x4 x4

5.2. Limites infinitos
Ahora estudiaremosla situacion en la que el limite sea infinito. Habra dos casos,

cuando x tienda a un niimero real, o bien, a (mds o menos) infinito. En ambos casos
el concepto es similar.
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5.2. Limites infinitos

Decimos que f(x) tiende a +00 cuando x se aproxima a a, donde a € RU
{—00, 0}, si f(x) se puede hacer arbitrariamente grande cuando se toma x cer-
cana a a. Gréficamente, este concepto podemos ver asi:

S

]
®
!

Simbdlicamente lo denotamos por, lim,_,, f(x) = +00. La recta vertical x = a se
llama asintota vertical (en co) de la grafica de f porlaizquierda de a. Se dice tam-
bién que f tiene una discontinuidad infinita en a (ver la pagina 67). Por lo general,
las asintotas verticales provienen de las indeterminaciones de la funcién en cues-
tion. Andlogamente se define

lim f(x)=—00

y los limites unilaterales (en este caso a € R).
Los limites unilaterales infinitos se definen de manera similar. Tenemos los si-
guientes casos

_

-

A

lim ;, f(x)=+o00,

It = to0,
M fx)= oo lim, £ (x)= 00,

melu f(x)=—o00,
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5.2. Limites infinitos

fla)r--

:
7

lim,, f(x)= f(a),
lim, , f(x)=+o00,
lim,, f(x)=1L,
lim,, f(x)=—00.

Como en el Ejemplo 5.1 tenemos que, sia,b eRym,neN,

I a — sigla)oo
i (x—pynm 8o

. a v y
la%al(x—b)m/" = (—1)"sig(a)oo, mn-impar.

La abreviatura sig(a) significa el signo de a (ver el Ejemplo 4.3).

Ejemplo 5.5 Estudiar las asintotas de

Solucién. Usando traslaciones es facil dar un esbozo de la grafica de f

1/x3 1/(x—2)3

Deducimos que x =2 es una asintota vertical y y =0 es una asintota horizontal. m
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5.2. Limites infinitos

Ejemplo 5.6 Estudiar las asintotas verticales de

(x2—1)3/%

(a) f(x)= (b) glx)=

(x3—8)1/3°

Solucioén. Los limites

,  lim R
(x2—1)/4"  x]-1(x2—1)3/4

P

lim
xT1

no tienen sentido pues los valores que se obtienen no estdn en el dominio de la
funcién. Por otra parte,

P

lim————=-0c0, lim——=—
xl1 (x2—1)3/4 x1—1 (x2—1)3/4

Iim———=-00, lim— =00
x12 (x3_8)1/3 xl2 (x3_8)1/3

De esto deducimos que 1 y—1 son asintotas verticales de f en —oo, porladerechay
por laizquierda, respectivamente. Ademads, 2 es una asintota vertical de g, en —co

por la izquierda y en oo por la derecha. |
Si
)lcllrglf(x):oo y )lclf,%g(x)ZLER’ (5.1)
entonces

(@) lim,_,(f(x)+g(x))=o00.

(b) lim,_, f(x)g(x)=sig(L)oo, (L#0).

(c) lim,_,, %: sig(L)oo, (L#0).
(d) lim,_,, %z 0, (L#0).

Resultados anédlogos se obtienen cuando lim,_,, f(x) =—o00 ytambién paralimites
unilaterales (en este caso a € R).

Si L=0en (5.1), entonces no se puede inferir el valor del limite en (b), (¢) y(d).
En efecto, sean

flx)=x% glx)= % h(x)= 1

x3’
entonces
lim f(x)=o0, lim g(x)=0, xlirgoh(x)zo,

X—00 X—00

sin embargo
lim f(x)g(x)= lim x=o0,
X—00 X—00

1
lim f(x)h(x)= lim —=0.
X—00 X—00 X
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5.2. Limites infinitos

Ejemplo 5.7 Encontrar las asintotas de

2x?
x)= .
f&)=5—07
Solucién. Notemos primero que
2x2 2x?

25—x2  (5+x)5—x)

De esto vemos que en 5 y en —5 la funcién se indetermina, por lo tanto x =5y
x = —5 son asintotas verticales. Encontremos los limites correspondientes, para
esto usaremos las propiedades de los limites dadas en la pdgina anterior. Hagamos

o 2x? i 1 2x?
lim = lim .
x1-525—x2 x-55+x 5—x
) 1 2x?
= lim - lim .
xT-55+Xx x1-55—x

Calculemos los limites por separado. El primero es

o 2x%2 2(=5p
lim = =
x-55—x 5—(=5)

Por otra parte, debido a que x | —5, es decir x < —5, implica que x +5 < 0, por lo
tanto

1
<0,
x+5
por ende
1
lim =—00.
x1-55+Xx
Asi
. 2x?
lim =—
x1-5 25— x2
Estudiemos ahora el limite unilateral
. 2x? 3 1 2x2
lim =lim . .
xl-525—x2 x|-554+x 5—x

En este caso x > —5, por lo tanto x +5 > 0, luego

1
lim =
x|-55+x
El otro limite es
2x*  2(-57

lim = 5.
xl-55—x 5—(—5H)

De lo cual deducimos que
2x?

=00
25— x2

Py

lim
x|—5
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5.2. Limites infinitos

Procediendo de manera andloga calculamos

o 2x? ) 1 2x2 2(5)?
Iim = lim . =(+00) =00,
x15 25— x2 x5 5—x 5+x 5+5

——

signo +
o 2x? . 1 2x2 2(5)
lim = Ilim . =(—00) =—00
x15 25— x2 xl5 5—x 5+x 5+5

—~—

signo —

Para encontrar la asintota horizontal calculamos lim,_,o, f(x) y lim,_,_o, f(x):

1
252 22X 2
X——00 —X X——00 X——0Q = — 1
—(25—x?) *
X
Andlogamente se ve que
. 2x?
lim =-2.

¥=00 25— X2
De este modo deducimos que y =—2 es una asintota horizontal.
Esta informacién nos permite hacer un boceto de la gréfica de f:

En la gréfica se aprecian las tres asintotas de la funcién.
Ejercicio 5.3 Encuentre las asintotas de las siguientes funciones

x243x+2 x%2—5x
= h(x)= .
x2+2x—3 (e) hx) x2—25

(a) f(x)= (b) g(x)

x34+x2—1’

Para responder (a) se puede auxiliar con algtin programa de cémputo.
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5.3. Asintotas oblicuas

5.3. Asintotas oblicuas

Decimos que & es una asintota oblicua de f en oo si

)
M o=

Esto significa que los valores de f y h son muy parecidos para x suficientemente
grande. Andlogamente se define asintota oblicua en —oco.

Ejemplo 5.8 Verificar que h(x)=79.041 +6.39x es una asintota oblicua de f(x) =
79.041 4 6.39x — e326170-993% o o0,

Solucién. Notemos que

f(x) h(x)— g3:261-0.993x
im Iy
xLoo h(x) x1—>Igo h(x)
£3-261-0.993x
= 1—1lim
X—00 h(x)
23261

= 1—1lim —1-0,

100 (79.041 + 6.39.x)0.993x

en las dos tltimas igualdades hemos usado propiedades elementales de la funcién
exponencial (si el lector no las conoce no es un gran inconveniente pues las estu-
diaremos con detalle en la Seccién 11.1). En el contexto del ejemplo que se estudi6
en la Subsecciéon 1.2.2 significa que la estatura de una persona crece de manera
lineal, para x grande. ]

Ahora supongamos que f es una funcién racional,

_p)
q(x)’

donde el grado de p es mayor que el grado de g. Haciendo la divisién nos queda

f(x)

r(x)
(x)=h(x)+——,
/ q(x)
donde h(x)y r(x) son polinomios y el grado de r es menor que el grado de g. El
polinomio h(x) en este caso serd una asintota oblicua. Si h(x) es facil de graficar,
entonces es conveniente usar esta asintota oblicua para graficar la funcién f(x),
cuando x es grande.

Ejemplo 5.9 Encontrar la asintota oblicua de

_ 5x°4+5x%+x2—7
B 5x3+1

f(x)

y hacer un boceto de su grdfica en £00.
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5.3. Asintotas oblicuas

Solucién. Dividiendo

5x°+5x%+x%—7 2.1
=X —_ .
5x3+1 5x3+1

Tomando limites

2 2,

lim =0, lim =0.
x——00 5x3 41 x—00 5x3 41
Esto significa que para x grande (positivo o negativo)

es aproximadamente 0.
5x3+1

Asi, la grafica de f se parece ala grafica de x2+1, esta tiltima es la asintota oblicua:

_— =

|
o
L
=
J S D

1/3.

Notese de paso que la funcién f, tiene una asintota verticalen x =—57"/°. m

Ejemplo 5.10 Encontrar la asintota oblicua de

1—xt
X)=——7—"—
Sy 2x3—8x
¥ hacer un boceto de su grdfica en £00.
Solucién. Al hacer la divisién obtenemos
1—x* 1 4x—1
e e ——
2x3—8x 2 2x3—8x
Por otra parte
4x—1 4x—1

P 2

im = lim ——-
x——002x3—8x x—+002x3—8x
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5.3. Asintotas oblicuas

Asi —% X es una asintota oblicua de f, de modo que para valores grandes (positivos
0 negativos) f se aproxima a —3 x, como se aprecia en la figura:

—4

g

W

Factorizando 2x®—8x = 2x(x%2—4) = 2x(x —2)(x +4) observamos que —4, 0 y 4 son
asintotas verticales. Mds atn, lim,_4 f(x) =00, lim,|_, f(x)=—00, lim,y f(x) =
00, limy o f(x)=—00, lim 44 f(x)= 00, lim, 4 f(x)=—00. ]

Ejercicio 5.4 Estudiar las asintotas oblicuas, verticales y horizontales de

2x*+ x3—4x%—5x
x3—3x+2

flx)=
Ejercicio 5.5 Sean

2x+1 x2—-1
(a) f(x)—m, (b) g(x)= (x—l)(l—«/Z——xZ)'

Estudiar, de f y g, los dominios, los rangos y las asintotas.
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Capitulo 6

Funciones continuas

Una funcién es continua si su grafica se parece a una cuerda o hilo de una sola
pieza. Es decir, si su gréfica no estd conformada por varios pedazos. En este capitu-
lo definiremos este concepto y estudiaremos varias propiedades de las funciones
continuas, entre ellas la propiedad del valor intermedio (de Bolzano).

6.1. Definicion de continuidad

Recordemos que en el caso del concepto de limite, lim,_,, f(x), no importaba
si f estaba definida en a, ahora esto serd importante.

Definicién 6.1 Sea f : D(f) — R y xy € D(f). Supongamos que existe un intervalo
abierto I tal que xo € I C D(f), silim,_,, f(x) existe y es igual a f(x,), entonces
decimos que f es continua en x,.

La definicién significa que f serd continua en x, si podemos aproximar f(x)
a f(xp), tanto como queramos, haciendo que x se aproxime a x,. Graficamente lo
podemos apreciar asi:
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6.1. Definicién de continuidad

Decimos que f :(a,b) — R es continuaen (a, b) si f es continua en cada punto
de(a, b).Siel dominio de f es[a, b], entonces decimos que f es continuaen [a, b]
si f es continua en (a, b) y ademds

lim f(x)=f(a),  limf(x)=f(b).

La interpretacién geométrica de una funcioén f : [a, b] = R es continuaen[a, b] es
que podemos dibujar la grafica de f sin despegar el l4piz del papel.
Ejemplo 6.1 (a) Todo polinomio es una funcion continua enR.

(b) Toda funcién racional es continua en su dominio.
Solucién. Es inmediato de las propiedades de los limites, ver la Seccién 4.2. ]
Ejemplo 6.2 La funcién f(x)=|x| es continua enR.
Solucion. Si x, > 0, entonces

lim f(x)= lim x = xp = f(xo).

Si xy <0, entonces
lim f(x)= lim (—x)=—xy = f(xp).
X—Xg X—Xg

Por lo tanto f es continua en R\{0}. Si x, =0, notamos que

lg%lf(x) = l)lcrlglx =0, l;%lf(x) = l)lCITBl(—x) =0.

Asi, lim,_, f(x) = 0 = f(0). Por ende, la funcién valor absoluto es continua en R.
Ver la gréfica de la funcién valor absoluto en el Ejemplo 2.6 y en particular hay que
notar su “pico” en 0, detalle que serd importante en el concepto de derivada. =

Ejercicio 6.1 Usando las identidades trigonométricas (15.7) y (15.8) verificar que
1 1
sena—senﬁ:2cosE(a+ﬁ)sen§(a—ﬂ). (6.1)

Ejemplo 6.3 Las funciones sen x y cos x son continuas en R.

Solucién. Veamos que sen x es continua en « € R, andlogamente se muestra que
cos x es continua en a. Sea € R. Usamos la identidad trigonométrica (6.1)

1
sena—senﬂ‘ = 20035(a+ﬂ)

sen%(a—ﬂ)‘

IN

2

sen%(a—ﬂ)

De la desigualdad precedente vemos que sen 3 se aproxima tanto como se quiera
aproximando 3 a a, esto ocurre porque sen x se aproxima a 0, cuando x se apro-
xima a 0 (ver el limite del inciso (a) en la Seccién 4.3). De esto deducimos que

limsen 8 =sena.
B—a

Es decir, sen x es continua para cada x € R. ]
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6.1. Definicién de continuidad

Ejemplo 6.4 Estudiar la continuidad de

VxZ—4+1
fxX)=——F—
x—5
Solucién. Primero nétese que
D(f) = {xeR:x*—4>0, x#5}

= (—o00,-2]U[2,5)U(5,00).
Si xy € (—00,-2)U(2,5)U(5, 00), entonces

_ VXZ—4+1 4/xi—4+1
lim = = f(xo),
X—Xo xX—5 x0—5

esto es debido a que el limite del numerador y el limite del denominador existen,
y este tltimo es distinto de 0, pues x, # 5. Por otra parte

lim = =——,
x1-2 xX—5 —2—5 7
 x2=4+1 1 1
lim = =——.
x|2 x—5 2—5 3
Asi, la funcién f es continua en su dominio. ]
Notese que los limites
., Vx2—4-1 . Vx2—4-1
lIlm——— y lim——
x15 x—5 x5 x—5

son del tipo estudiado en la Seccién 5.2, y son —00, 00, respectivamente.

Ejercicio 6.2 Dadas las funciones

x*=1 B—x
(@) h(x)=4 x+1’ *# -1 (b) F(x)=3|x[+ ——F——=+4%
-2, x=-1, x2—5x+6

encontrar los intervalos donde son continuas.
Ejercicio 6.3 Verificar que f es continua en ¢ siy sélo si limy,_,, f(h+c)= f(c).

Ejercicio 6.4 Sea

()= a®x?, x<2,
gW)= (1—a)x, x>2.

sPara qué valores de a es continua g en2?
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6.1. Definicién de continuidad

Si f: D(f)— R no es continua en ¢ € D(f) se dice que f es discontinua en c.
Hay varios tipos de discontinuidad, en las siguientes gréficas los presentamos:

aht

Discontinuidad de salto

Discontinuidades evitables

Discontinuidades infinitas

Ejercicio 6.5 Verificar que f(x)= [x] tiene discontinuidades de salto en los enteros.

La funcién f(x)=1/x, x € R\{0} (ver su grafica en la pagina 40) tiene disconti-
nuidades infinitas en 0. Como veremos en seguida, las funciones continuas tienen
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6.1. Definicién de continuidad

muchas propiedades importantes, por ello es conveniente redefinir una funcién
con una discontinuidad evitable de modo que se quite la discontinuidad. El méto-
do para hacerlo es “parchar” el hueco con el limite. Asi se obtiene una funcién que
resulta ser una extensiéon de la original, es decir, una funcién que coincide con la
dada previamente, pero ahora el punto de discontinuidad evitable ya es parte de
su dominio.

Ejemplo 6.5 Sea
x2-1

x—1"

flx)=
Encontrar una extensién continua de f .

Solucién. Notamos que D(f)=R\{1}. De la grafica

deducimos que el tinico punto de discontinuidad es 1. ;C6mo obtenemos una fun-
cién continua que extienda f?. Es decir, qué valor debe tener la funcién f en 1 de
modo que el hueco se tape. Es facil ver que éste debe ser 2. De modo que la funcién
continua buscada es

x2—1
fay={ = 7L
2, x=1.
Asi, f es una extension de f, pues coincide con ella. ]

En resumen, f tiene una discontinuidad evitable en a si existe el lim,_,, f(x)y
se obtiene una extension continua, f, al definir f(a)=1im,_,, f(x).
Ejemplo 6.6 Encontrar una extensién continua de
sen x

flx)= P x €R\{0}.

Solucién. Recordemos que
. senx
lim =

x—0 X

1.

Por lo tanto, 0 es una discontinuidad evitable. La funcién f ‘:R—R,

~ Sen x
fy={ —— *#0
1, x=0,

es la extension continua buscada. [
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6.2. Propiedades de las funciones continuas

Ejercicio 6.6 Sean

_ 2 _ _4, xSO,
f)=x" "y g(x)—{ x—4, x>0

Determine si las funciones compuestas f og y g o f son continuas en 0.

Ejercicio 6.7 La cuota de un estacionamiento (con horario de 8:00 a 21:00 horas)
es de 5 pesos la primera hora y 2 pesos por cada media hora o fraccién adicional,
hasta un mdximo de 35 pesos. Si un cliente llega en cuanto abre el estacionamiento,
encuentre la funcién f que relacione la cuota con el tiempo que estd el auto en el
estacionamiento. Trace la grdfica de f y discuta su continuidad. ;Cudnto cuesta el
estacionamiento por 4 horas y media?

6.2. Propiedades de las funciones continuas

Si f y g son continuas en a, entonces f +g, f —g y fg son continuas en a.
Maés atn, si g(a) # 0, entonces f/g es continua en a. Como se puede ver, no es
dificil deducir estas propiedades de las propiedades andlogas de los limites. Una
propiedad similar se vale para la composicién de funciones, es decir, si f es con-
tinua en a y g es continua en f(a), entonces g o f es continua en a. En particular,
esto implica que podemos meter y sacar el limite en una composicion,

1fm g((x) = g 1im ().
Ejemplo 6.7 Estudiar la continuidad de
vx3i—1

x2—1"

flx)=

Solucidn. Sean a(x)= x3—1, b(x)=x?—1y r(x) = v/x. Puesto que D(r)=[0, 00),
entonces

D(roa)

{xeD(a):a(x)e D(r)}
= {xeR:x*-1>0}=[1,00).
Ademas, b(x)=0si x=—1 o0 x = 1. Por lo tanto,

r(a(x))
b(x) ’

es continua en (1, 00), pues a, b y r son continuas en este conjunto. |

flx)=

Ejercicio 6.8 Determinar si cada una de las siguientes funciones es continua o no.
Si no lo es, determinar si la discontinuidad es evitable, de salto o infinita. Encontrar
una extension continua si existe:

2x—1, x<1,

_ = _ 1P 2(x +3)
(a) u(x)= (1),/x2, ;C;i (b) v(x)= R Wean B
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6.2. Propiedades de las funciones continuas

Sea f :[a, b] — R una funcién continua en [a, b]. Esto significa que la gréfica
de f no se corta, como hemos dicho es parecida a un hilo:

Hay tres aspectos importantes que podemos apreciar de la gréafica anterior:
(I) Los valores de f en [a, b] estdn acotados. Es decir, existen M;, M, € R tales
que
M, < f(x)<M,, VYxe€la,b].

Esto significa intuitivamente que la grafica de la funcién f se encuentra compren-
dida entre las rectas y = M;, y = M,.

(II) Los nameros M; y M, no son tnicos, funcionaran cualesquiera otros Mf R
M, tal que M| < M, y M, > M,. Mas atn, M, y M, se pueden encontrar de manera
o6ptima. Esto significa que se puede encotrar el menor M, que es cota superior de
la gréficay el mayor M; que es cota inferior de la gréfica. Geométricamente se veria
asi

M,

M,
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6.2. Propiedades de las funciones continuas

Es decir, las lineas paralelas al eje x que pasan por M; y M, cortan la gréfica de f,
por lo tanto existen x;, x, €[a, b] tales que

M, = f(x) < f(x) < f(x2)=M,, Vx€<[a,b].

Los ntimeros f(x;) y f(x,) se llaman valores minimo y maximo de f y se dice que
se alcanzan en x;, x,, respectivamente.

Ejercicio 6.9 Dar un ejemplo de una funcion f :[a, b] — R continua que sélo tome
su mdximo en dos puntos distintos y su minimo sélo en cuatro puntos distintos.

Ejercicio 6.10 Sea f(x)= x, x € (—1,2). Verificar que f es acotada pero no alcanza
su mdximo y su minimo. ;Hay contradiccién con el inciso (1I)?

Ejemplo 6.8 Sea C un circulo de radio r y # la coleccién de todos los rectdngulos
que pueden ser inscritos en C (es decir, dibujados dentro de C). Hay en #Z un ele-
mento que tiene drea mdxima.

Solucién. Sean a, b los lados del rectangulo inscrito:

—_ —

—a —o

De este modo, el area del rectangulo inscrito es
Area=ab.

En este tipo de problemas, por lo general, aparecen méas de una variable, en este
caso ay b.Lo que hay que hacer es usar los datos, que aqui seria el radio del circulo
r, para expresar la cantidad de interés, el area, en términos de una sola variable.
Observamos (ver la figura anterior) que podemos usar el Teorema de Pitadgoras

—_— —

—a —

para obtener
a*+b*=(2ry,
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6.2. Propiedades de las funciones continuas

por lo tanto

a=+v4r2—b2, (6.2)

Por ende, el 4rea del rectdngulo est4d dada por
A(b)=bv4rz—b2.

Noétese que D(A)=[0,2r]. Por ser A continua de la parte (II) tenemos que existe un
by €10,27), tal que A(by) es maxima. Asi, (6.2) determina los lados que nos dan el
rectangulo de drea maxima que se puede inscribir en un circulo de radio r. ]

Con ayuda del concepto de derivada estudiaremos un método para encontrar
el punto by, por ende el a,, del ejemplo anterior.

(IIT) Supongamos que y estd entre M, = f(x;), M, = f(x,) y que trazamos una
linea paralela al eje x que pasa por y. La continuidad de la funcién implicard que
dicha linea interceptard a la grafica de f en al menos un punto:

Por lo tanto, existe un punto (o posiblemente mas) X en[a, b]tal que f(X)= y.Esta
propiedad de las funciones continuas se llama Teorema del Valor Intermedio.

Ejercicio 6.11 Sea
1
i €(0,1)
. Ly X » 1)
fx)=1 x(x-=1
0, x{0,1}.
Verificar que f no alcanza ni su minimo ni su mdximo.

Ejercicio 6.12 Sea f(x)= cos(%x) —x2, x €[0,1). Verificar que f tiene una raiz en
(0,1), es decir, existe x, € (0, 1) tal que f(x,)=0.

Una aplicacion tipica del Teorema del Valor Intermedio es su uso en el estudio
de raices de los polinomios. Por ejemplo, si r; < r, son dos raices consecutivas del
polinomio

px)=ag+ax+-+a,_x" ' +a,x", (6.3)

de grado n, entonces p es de signo constante en (ry, 1»). Es decir,

p(x)<0,V¥xe(n,rn), obien p(x)>0,Vxe(r,n)
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6.2. Propiedades de las funciones continuas

En efecto, si p cambiase de signo en (r, 1,), entonces existirian s, t € (r, 1) tales
quer; <s<t<rny, porejemplo, p(s)>0y p(t) <0 (andlogamente, si p(s) <0y
p(t)> 0). Puesto que p(t) <0 < p(s) por el Teorema del Valor Intermedio, entonces
existe x € (s, t] tal que p(x) = 0. Lo que contradice la consecutividad de las raices
nyr.

Si p es un polinomio de grado n, como en (6.3), se puede usar el Teorema del
Valor Intermedio para demostrar los siguientes hechos (ver [8]):

(a) Si n es impar, entonces p tiene al menos una raiz real.
(b)Sinesparya, >0/(a, <0), entonces p tiene un minimo (maximo) global.

Ejemplo 6.9 Sea p(x)= x3—3x2+2x, encontrar los conjuntos en los que p(x)> 0,
p(x) <0y trazar su grdfica.

Solucién. Hay que encontrar primero las raices de p. Factorizando el trinomio,
x%—3x+2, nos queda

0=p(x)=x(x*—-3x+2)=x(x—1)(x—2).
Por lo tanto, las raices de p son 0, 1, 2. Puesto que p tiene grado impar, entonces
Am p(x)=—oco y lim p(x)=oo.

En consecuencia, p tiene una gréafica de la forma

-2 4+

De esto deducimos que p tiene signo positivo en (0, 1) y (2, 00) y signo negativo en
(_OO;O)Y(LZ) |

Ejercicio 6.13 Sea ¢ el conjunto de todos los circulos de radio menor o igual a 10
cm. Demostrar que el drea de al menos un elemento de % tiene exactamente 250
cm?.

Ejercicio 6.14 Sea % el conjunto de todos los rectdngulos que tienen perimetro p >
0. Demostrar que existe un elemento en 2 que tiene drea mdxima. ; Cudles son las
dimensiones de este rectdngulo?

Ejercicio 6.15 Demuesire que f(x)= x®—3x + 1 tiene una raiz real en el intervalo
(1,2). Calcule con dos digitos de precisién dicha raiz.
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Capitulo 7

La derivada

El concepto principal del Célculo Diferencial es el de derivada, en este capitulo
introducimos este concepto y estudiamos sus principales propiedades. A saber,
las propiedades aritméticas y la regla de la cadena. Ademads, como aplicacién al
célculo de limites, veremos la Regla de L'Hospital.

7.1. Definicion y primeros ejemplos

Definicién 7.1 Sea f :(a,b)—R yx,€(a,b). Decimos que f es diferenciable en x,

si existe el limite () (x0)
x)— f(x

im LX) = (%)

X—Xo X — Xy

(7.1)

Este niimero, cuando existe, lo denotamos por alguna de las siguientes expresiones

d
e Lo, DG,

y se llama derivada de f en x,.

Puesto que x — xy — 0, cuando x — X, si y s6lo si xy + & — x,, cuando h — 0,
entonces el limite (7.1) también puede escribirse como

FUo+h)— £ (%)

/ _1¢
f(x)= }ll_rf(l) h

Noétese que si f es una funcién constante, es decir, f(x)= c, entonces

f0) = lim L)y €2
X=X X — Xy X=X X — Xo

Es decir, las funciones constantes tienen derivada 0.

Ejemplo 7.1 Sea f(x)=mx+ b, entonces f’'(x)=m.
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7.1. Definicién y primeros ejemplos

Solucién. Sea x € R un punto arbitrario fijo. Entonces

flx+h)—f(x)

3 . (m(x+h)+b)—(mx+b)
Im—— = Ilim

h—0 h h—0 h
. mx+mh+b—mx—b
= lim
h—0 h
=Ty
Asi f/(x)=m. m

Observe que la derivada de f(x) = mx + b es justamente la pendiente de la
linearecta y = mx + b (ver la pagina 8).

En general, hay una relacién muy estrecha entre el concepto de pendiente y
el de derivada. Para discutir esto consideremos el problema de encontrar la recta
tangente a la grafica de una funcién f en el punto (x, y,) = (%o, f(%,)). Supongamos
un esquema de la siguiente forma

Sea h € R y consideremos la recta S, que pasa por los puntos (X, f(x)) v (%o +
h, f(xy+ h)):

/ Xo x0+h

Sy, se llama recta secante y la podemos determinar del siguiente modo

Sp(x)—f(x0) _ flxo+h)—f(x)

X —Xg (x9+h)—x9

)
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7.1. Definicién y primeros ejemplos

despejando Sj(x),

)f(xO+h)—f(xO)

Sp(x)=(x—xo h

+ f(xo).

De esta manera, si i es pequeiio, entonces x,+ I y X, estdn muy cercanas; por
ende, la recta secante S, y la recta tangente L también estardn cercanas. Asi, al
hacer h tender a 0, h — 0, la recta secante se debe aproximar a una tnica recta
tangente. En términos de limites esto se escribe asi

L(x)

}}{% Sn(x)

i LT =)
= (r—x)lin 2

0 +f(x0)
= (x—x0)f (x0)+ f(x0). (7.2)

Delo anterior deducimos que la derivada f”(x,) es la pendiente de larecta tangente
L que pasa por el punto (x, f(xp))-

Una funcién f : (a,b) — R se dice diferenciable en (a, b) si f’(x) existe para
cada punto x €(a, b). Por otra parte, si f : [a, b] — R se dice diferenciable en [a, b]
si f es diferenciable en (a, b) y las derivadas unilaterales f’(a+)y f’(b—), definidas

como
fla+h)—f(a) f(b+h)—f(b)

/ =1/ ,
flat)=lim h h

/ _ 1z
, f(b )—l}%

existen.
Elque una funcién f tenga derivada en x, nos indica cierto grado de buen com-
portamiento de la funcién f en x,. En efecto, calculemos el limite

flx)—f(xo)
)’ T}
= flxo)+ lim (x —xp) lim M
X—Xo X—X) x_xo
= f(x0)+0-f(x0)

= f(x)

Esto significa que f es continua en x,. Es decir, si f es diferenciable en x,, entonces
f es continua en x,. Veremos a continuacién que el reciproco es falso. Hay funcio-
nes f continuas en x, y no diferenciables en x,.

lim f(x) = ;ggo{f(xomx—xo

X— X

Ejemplo 7.2 Sea f(x)=|x|, entonces f no es diferenciable en 0.

Solucién. Calculemos los siguientes limites unilaterales

ﬁmw — l'm@:limﬁzl
) h ho h  nloh
h10 h rto b hio h
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7.1. Definicién y primeros ejemplos

Por lo tanto (ver la pagina 41) significa que el limite

lim |0+ h|—]0]
h—0 h
no existe. Es decir, f(x)=|x|, no es diferenciable en 0. [ ]

Recordemos la grafica de la funcién valor absoluto:

Notamos que cualquier recta secante a la izquierda de (0,0) tiene pendiente —1
(h < 0) y cualquier recta secante a la derecha de (0,0) tiene pendiente 1 (h > 0).
Por ende, al hacer 1 — 0 no tenemos una Gnica recta tangente, sino que hay dos
posibles opciones, esto se debe a que hay un pico en la gréfica de la funcién valor
absoluto en 0.

Asi, una funcién serd diferenciable si la curva inducida por su gréfica es suave,
es decir, sin picos.

Sea f : I —» R, con I C R un intervalo. Definimos la funcién derivada de f,
denotada por f’, como aquella regla de correspondencia que a cada x € I, donde
f es diferenciable, se le asigna el nimero f’(x).

Ejemplo 7.3 Sea f(x)=|x|, encontrar la funcion derivada de f .

Solucién. Sea x > 0, entonces a la derecha de x (ver la gréfica anterior) la funcién
f esunalinea recta con pendiente 1, por lo tanto f’(x)=1. Andlogamente, si x <0
alaizquierda de x la funcién f es unalinea recta con pendiente —1, asi f'(x)=—1.
Si x =0, la derivada no existe. Resumimos esto en

1, x>0,

f/(x):{ -1, x<0,
con D(f’)=R\{0}. ]

En el ejemplo precedente vimos que D(f’) = R\ {0} c R = D(f). Esta conten-
cioén se cumple siempre, es decir D(f’) c D(f).

Ejemplo 7.4 Sea f(x)=8x?—6x + 1. Encontrar f’.
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7.1. Definicién y primeros ejemplos

Solucién. Sea x € R un punto arbitrario fijo. Calculemos el limite

limf (x+h)—f(x)

o 8(x+hP—6(x+h)+1—(8x>—6x+1)

h—0 h T o h
B Hm8(x2+2xh+hz)—Gx—6h+1—8x2+6x—l
[ h
. 8h*>+16xh—6h
= im——m——
h—0 h

= Lin(l)(8h +16x—6)=16x —6.

Por lo tanto, f/(x)=16x—6. [
Ejemplo 7.5 Sea f(x)=+/x. Encontrar f’.

Solucioén. Sea x > 0. Debemos calcular el limite

Jim YTV (7.3)
h—0 h

Racionalizando, nos queda

lim\/er 1/_ Vi+h+J/x I x+h—x

= m --—-—-—-
h=0 h Vx+th h++/x h=0 h(v' x4+ h++/X)
1 1

lim = .
=0V x+h+4/x 2VXx

Notese que si x =0, entonces el limite en (7.3) se convierte en

limm—lim ! =00
nlo b nlo vh

Por lo tanto, f no es diferenciable en 0. De este modo, f’(x) = %x‘%, xeD(f)=
(0’ OO) |

Ejemplo 7.6 Verificar que(sen x) =cosx y (cosx) =—senx.
Solucidén. Sea x € R arbitrario fijo. Debemos calcular los limites

. sen(x+h)—senx . cos(x+h)—cosx
lim ,  lim .
h—0 h h—0 h

Usando las férmulas de la suma de dngulos (15.7) y (15.8) nos queda

_ senxcosh+cosxsenh—senx
lim )
h—0 h

. cosxcosh—senxsenh—cosx
lim ,
h—0 h
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7.2. Reglas para calcular derivadas

respectivamente. Usando los limites de la Seccién 4.3 obtenemos

sen(x +h)—senx . { (cosh—1) senh}
= lim{senx:- —— .
h—0 h h—0
cosh—1 senh
= (senx)lim ——— +(cos x)lim
h—0 h h—0
= (senx)-0+(cosx)-1=cosx,
i cos(x +h)—cosx i {( )cosh—l ( )senh
im = lim{(cosx)—— —(senx
h—0 h h—0 h
= (cosx)-0—(senx)-1=—senx.
De este modo, (sen x) =cos x, (cosx) =—senx. m

7.2. Reglas para calcular derivadas

A continuacién vamos a presentar algunas técnicas para derivar. Debido a que
la derivada esta definida en términos de limites, es de esperar que cumpla las pro-
piedades artitméticas de los limites, ver la Secci6én 4.2.

7.2.1. Reglas aritméticas

En la seccién anterior hemos visto que si f(x)= mx + b, entonces f’(x) = m.
En esta seccién vamos a deducir varias férmulas de derivacién, como hemos men-
cionado, esto serd tan sélo un repaso de las propiedades de los limites.
Supongamos que f y g son diferenciables en x,, entonces

@ (f+g)(x)=f"(x0)+g (x0),
b) (f—g)(x0)=f"(x0)— 8" (),
(©) (fg)(xo)=f(x0)g"(x0)+ f'(x0)g(x0)s

si ademads g(xy) # 0, entonces

@ (5)/(%): g(0)f(xo)— f (308 (x0)
(8(x0)2

Para deducir la fé6rmula (a) debemos calcular

o L+ 850+ 1) = (f +8)(x0)

h—0 h
=}lim flxo+h)+g(x ‘;lh)_f(xo)_g(xo)
-0
e [ [lxo+h)—f(x0)  g(xo+h)—g(xo)
= }335{ h * n }
—lim f(xo+h)— f(x) +lim 8(xo+h)—g(xp)
h—0 h h—0 h
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7.2. Reglas para calcular derivadas

= f'(x0)+ &'(x).

Para la férmula producto sumamos y restamos un término, luego agrupamos
de manera conveniente, para obtener

lim (fg)xo+h)—(fg)xo)

h—0 h
—lim flxo+h)g(xo+ h)— f(x0)g(x + h)+ f(x0)g(x + h)— f(x0)g(x0)
h—0 h
h)— h)—
= tim{ g+ - LI g £ LB

SO+ )= flxo) |

h)—
2 f(xo)-}limg(xo—i_ )—8(xo)

-t 10 4 )
=g(x0)f'(x0)+ f(x0)g" (o).

Un caso particular de la férmula producto es la derivada de una potencia, es
decir,
(x"Y =nx"L. (7.4)

Esto se puede verificar usando induccién matemaética. Es decir, sabemos que el
resultado es cierto cuando n =1 (ver el Ejemplo 7.1 con m =1y b = 0). Suponga-
mos que (7.4) es cierto y veamos que se cumple para n + 1. Tomando f(x) = x",
g(x)=x, yusando (c) nos queda

n+1)/

= (fg)(x)
(x™)(x) +(x"Yx
x" 1+nx""x

= x"+nx"=mn+1)x".

(x

Lo que significa que la férmula (7.4) también se cumple para n + 1, por lo tanto es
valida para cada n €N,

También se pueden aplicar (a) y (c) para deducir (b), recordando que la deri-
vada de una funcién constante es cero,

(f —8)(x)=(f +(=1)gY (x) = f'(x)+((—1)g) (x)= f'(x)—g’(x).

Para verificar que (d) es cierta primero calculemos el limite

ol { 1 1 }
im——m—— ——
=0 h (g(xo+h) g(x)

1 {g(xo)_g(xo“‘h)}
=lim-—{>—"—"-—"—"=

h—0 b g(x0)g(xo+h)

. 1 g(xo+h)—g(xp)
=—lim .

h—0 g(xo)g(xo+ h) h

. ! o 8ot ) —gw)
~ gl(xo)limy,_og(xo+h) h—0 h
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7.2. Reglas para calcular derivadas

:_; /(x ):_ g/(xO) .
8(x0)8(xo) &0 (8(x0))?
Lo que significa que
g
(E) NPT 79

Una aplicacién de esta férmula es

&) - -t
nx"t

= — =—nx
x2n

—n—1

Una aplicacién mas de (7.5) y (c) es la deducién de la férmula del cociente

(g)’m):(fé)/(xo)

f’(xo)(é)(xo)+f(xo)(§)/(xo)

1'(x) _ f(x0)g’ (%)
8(x) (8(x0))?
f/(xo)g(xo)_f(xo)g/(xo)_

(8(x0))?
Ejemplo 7.7 Sea
x2, x>0,
f(x)‘{ x%, x<0.

Encontrar f’ y la recta tangente a la grdfica de f en los puntos(—1, f(—1)), (0, £(0)) y
(1, f(1).

Solucién. Hay tres casos por considerar.

Caso x > 0: En este caso f(x)= x?2, luego f'(x)=2x.

Caso x < 0: Aqui f(x)= x3, porlo tanto f’(x)=3x2.

Caso x = 0: En este caso no podemos aplicar ninguna regla de derivacion, pues se
cambia de funcién cerca de 0. Debemos calcular el limite

i JOEW=1O) _ f(h)
h—0 h h—0

Sih<0, f(h)=h3ysih>0, f(h)=h? de modo que debemos calcular los limites
unilaterales,

T 1

m= = lmo =lmh=0
3

1imM = 1imh—=11mh2=o.

nio h ho b K10

Lo que significa que f es diferenciable en 0y f’(0)=0. Por lo tanto, D(f')=RYy
oy | 2x, x>0,
! (x)‘{ 3x%, x<0.
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Para calcular la recta tangente en los puntos (—1, f(—1)), (0, £(0)) y (1, f(1)), bastaré
con conocer la pendiente de dicha recta tangente, pero ésta nos la proporciona la
derivada, por ende (ver (7.2)):

Li(x) = (x—FD)f'D+f(-1)
= (x+1)-3-(12+(-1)?°

3x+2,
Ly(x) = (x—=0)f'(0)+f(0)
0)

Ly(x) = (x=1)f'(M+f(1)
= (x—1)-2-1+(1)
= 2x-—1.

Las rectas tangentes se pueden apreciar en la siguiente figura

La recta tangente en 0 no se ve porque es el eje x. n
Ejercicio 7.1 Sea f dada por

x3, x>0,

x—2 x?, x<0.

1
(@) fx)=—=, (b) flx)=x"=2x", (c) f(X)={
Encontrar, para cada inciso, f' y la recta tangente en los puntos (a) (-2, f(—2)), (b)
(0, £(0)) y(c) (3, £(3)).
Ejercicio 7.2 Encontrar f’, en cada caso, (no olvide dar D(f")),

2x—1, x<1,
x2, x>1,

(a) f(x)=[x], (c) f(x)={

(b) f(X)=|—i|, (d) f(X)={

|x], [x] <1,
2—|x|, |x|>1.

Trazar la grdficade f y f', en cada caso.
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Ejercicio 7.3 Derivar las siguientes funciones

(a) f(£)=15—18t*+9¢'% (d) r(x)=(9x3—5x)5x—1),

9s3—6s5—1 1 1 1 1
(b) g(S)ZT, (6) p(X)Zl'f‘;'f‘;'i‘;Jrﬁ,
_ (5x°—-87x)(x*—1)2x +1) _ (K*+5k*")(k*+1)
(c) u(x)= o1 o (N vll)=—7 7173

Ejercicio 7.4 Halle la recta tangente de la grdfica de f (x) = x%'—x2+1 en los puntos
(a)(=1,—-1),(b)(0,1).

Ejercicio 7.5 Dadas las siguientes grdficas,

encontrar f' y D(f").

Ejemplo 7.8 Encuentre el punto P en la grdfica de y = x* tal que la intercepcion de
la recta tangente en P con el eje x sea en 4.

Solucidn. Sea (x,, ) = P. Entonces y’ = 3x?2, por lo tanto la recta tangente a P estéd
dada por (ver (7.2))

L(x)=(x—x0)3x5 + x;.
Esta recta debe interceptar al eje x en 4, por ende, L(0) =4, es decir

4=L(0)=(0—x0)3x; + x3 =—2x,.

Por lo tanto x, =—v2. n

Ejercicio 7.6 Encontrar los puntos P en la grdficade y = 2x3+1 tal que la intercep-
cion de la recta tangente en P con el eje y sea en —1.

Ejercicio 7.7 Encontrar los puntos P en la grdficade y = x3— x*>+ x —1 tal que la
recta tangente a dicho punto sea paralela a la recta8x —4y +1=0.

Ejercicio 7.8 Sean f y g diferenciables y f(2)=3, f'(2)=—1, g(2)=-5, g’'(2)=2.
Encontrar

) 1 / f /
(a) (f—g)(2), (b) (m) @), (c) (E) (2),
1
@) | f-—] @ (e) | @
f‘g f+f_—£
8
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7.2.2. Regladelacadena

Hemos notado en la Seccién 3.2 que la composicién de funciones descompo-
ne una funcién en piezas més faciles de manipular. La regla de la cadena es una
férmula que indica como derivar la composicién de funciones.

Para apreciar las bondades de esta nueva regla de derivacién consideremos el
problema de derivar la funcién

sen(x?).

Nos damos cuenta de inmediato que las reglas de derivacién aritméticas no se pue-
den aplicar, necesitamos algo nuevo.
Sean y = f(u), u=g(x), es decir,

y=Ff(gx)=(fog)x).

Si g es diferenciable en x y f diferenciable en g(x), entonces (f og) es diferenciable
en x y se cumple

(fog)(x)=f"(g(x)g'(x). (7.6)

Esta expresion es llamada regla de la cadena (porque se deriva en una secuencia,
en una cadena). Dicha férmula también se expresa asi

dy _dy du
dx du dx’
Ejemplo 7.9 Encontrar la derivada de la funcion sen(xz).
Solucidn. Sean f(u)=senu, g(x)= x2, entonces
f(u)=cosu, g'(x)=2x.

Por lo tanto
(sen(x?)) = f'(g(x))g’(x) = (cos x?) (2x).

Como se deseaba. |
dy
Ejemplo 7.10 Encontrar Iy donde y =(5x7 +8x2—3)15.

Solucién. Sean y = u'%, u =5x"+8x2—3, entonces

dy u du 6
—=1 » - = -1 »
T 5u dx 35x 6x
por lo tanto
dy dy du 14 6
= = L. —=15u"35x°-16
dx du dx u(35x 2
= 15(56x"+8x*—3)"*(35x%—16x).
Esdecirdy/dx=15x(5x" +8x%—3)4(35x°—16). [
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El lector se dard cuenta de que en el uso de la regla de la cadena no es nece-
sario escribir la composicién de funciones, la derivada se calcula de una manera
mecdanica y natural. Es necesario hacer varios ejercicios para tener esta habilidad
mecénica de calcular derivadas. Por ejemplo, la derivada de (5x7 + 8x% —3)'%, es
como derivar x'° y luego derivar la base 5x7 +8x2 —3.

Ejercicio 7.9 Derivar las siguientes funciones

8
(@) v(r)=2r@r +50°2r +4)°, (d) F(t):(tz—%) ,

(b) f(x)=sen(x2+1)202, (e) g(x)zsen(cos(sen(x2)3)4)5,

(c) h(x):ﬁ, (f) u(x)=sen(x +sen(x +sen(x +sen x))).

Ejercicio 7.10 Calcular k(2) y k’(2) suponiendo que k(x)= f(g(x)) donde
f(2=-16, g(2)=2, f'(2)=3, g'(2)=15.

Ejercicio 7.11 Sean w = f(z), z=g(s). Siw =z3—(2/z) yz = (s12+1)%, encuentre
dw/ds.

Ejercicio 7.12 Sea a € R dado. Encontrar f’ en términos de g’ si
(a) f(x)=g(x+gla)), (c) f(x)=g(x-gla)), (e) f(x)=g(x+g(x)),
(b) fX)=gx)-(x—a), (@) fx)=gla)-(x—a), (f) flx+3)=g(x").

Ejercicio 7.13 Sean x, y, z tres funciones diferenciables de t. En cada caso expresar
la derivada como funcién de x, y, z y de sus derivadas. (a) El producto xyz. (b) La
composicion x(y(z)).

Sea L(x)= mx+ b una recta con pendiente m y ordenada al origen b. Por otra
parte, sea P =(x, y) un punto en la rectay 6 el angulo que forma la recta con el eje
X, como se muestra en la primera figura de abajo

Por lo tanto, trasladando el eje de coordenadas, como se aprecia en la segunda
figura de arriba, tenemos que la pendientes es

m=tan0=Z~
X
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Si queremos encontrar una recta perpendicular a L en el punto P, lo que tenemos
que hacer es girar 90° la recta, es decir sumarle 90° al dngulo 6, para obtener:

Asi, la pendiente de la recta normal (o perpendicular) a L en el punto P debe

tener pendiente
7
tan (9 + —)
2

X 1 1

___7 _—

S
I

De este modo, la recta normal Ly que pasa por (xg, ) serd

LN(x)z—(x—xo)%+ Yo- (7.7)
Ejemplo 7.11 Encontrar la recta normal al punto (0.5, f(0.5)) donde
f(x)=cos(x*—1)"
Solucién. Tenemos que

fl(x) = —sen(x®*—1)*4(x*—1)*2x
—8x(x2—1)%sen(x?—1)*.

De esto m = f’(0.5) = 0.525, por lo tanto la ecuacién de la recta normal es

Ly(x) = —(x— xo)ﬁ"‘f(xo)
= —(x— %)(1.904)+ 0.950.
Por ende, Ly(x)=1.902—1.904x. [ ]
Ejercicio 7.14 Encontrar la recta normal y tangente a la grdfica de la funcién
11
1= (x4 )

en el punto(1,32).
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7.3. Derivadas de orden superior

Como hemos visto, al derivar una funcién f obtenemos otra funcién f”, lla-
mada funcién derivada de f. Obtenida la funcién f’ podemos derivarla de nuevo,
como antes, y obtener la funciéon segunda derivada (f’) = f” de f. En general, si
tenemos la funcién derivada de orden 7, o también llamada n-ésima derivada de
f, entonces obtenemos la n+1 derivada de f derivando la n-ésima derivada de f.
Algunas notaciones son

F/), £7(x), (), fO(x), ..., (),
D.f,D>f, D}f, D},...,D],
df df &f d'f o df

dx’ dx?’ dx3’ dxt 7 dxn’

Ejemplo 7.12 Encontrar la tercera derivada de

f(x)=sen(%).

Solucioén. Escribimos

flx) = sen(x™),

f/(x) = cos(x™)(~1)x?=—x"2cos(x7"),
(%) = —[x?(=sen(x "))(—1)x > +(=2)x>cos(x™")]
2x3cos(x™)—x*sen(x ),
f7(x) = 2[x3(=sen(x )(=1)x?+(=3)x *cos(x™)]

—[x*cos(x ) (=1)x 2 +(—4)x > sen(x ).
De este modo, f”/(x)=—2x"sen(x™!)+(x 8 —3x7*)cos(x™1). [
Ejemplo 7.13 Encontrar la derivada n-ésima de 1/ x.

Solucién. Calculemos primero las cuatro derivadas de 1/x:

HY = (-1)-x77
(xH® = 1.2.x78
¥ = —1.2.3.x7,
(xH® = 1.2.3-4-x7°.

De esto podemos adivinar que el patrén de iteraciones es

1\
(—) =(=1)"nlx~ "+, (7.8)
X

Para comprobar esto usemos induccién matemadtica. Para n = 1, el resultado es
cierto. Supongamos el resultado cierto para n y veamos que se cumple para n +1,

(x—l)(n+l] — (((x—l)(n])/
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(1) 100
= (1)"nl(~(n+1)x "
= ()" (n+ 12
Por lo tanto (7.8) se cumple para cada n €N.

Ejemplo 7.14 Encontrar f” donde
_x+|x+1]

fl) ="

Solucién. Sea x € R. Hay tres casos.
Caso x +1>0:Esdecir x >—1y x #0, pues 0 ¢ D(f). En este caso

_x+(x+1) 2x+1
h X2 Tox2

f(x)

)

por lo tanto

2x*—(2x+12x —2x*—2x  2x+2

/ — —

flo="—"r =y —

2x3—(2x +2)3x? —4x3—6x% 4x+6

f//(x):_ ( ) - — .

x6 x6 x4
Caso x +1 < 0: En este caso
x—(x+1) 1
fl)=—5—=-

x2 x2’

de modo que
fx)=—=2)x7=2x7,
fl(x)=2(-3)x*=—6x"".

Caso x +1=0: Es decir, x =—1. Por los dos casos anteriores tenemos que

2-1)+2 , L
T A

fle14)=—

=

Esto significa que la funcién f’ no es diferenciable en —1. Por lo tanto, D(f”)

D(f")=R\{0,~1}y

2x+2 ) £0
- ) x>—1, X »
/ — x3
fa=1
oy x<-1,
X
4x+6
fage] xR XEO
6
e x<-1.
X

Obteniendo asi el resultado buscado.
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7.4. Regla de L'Hospital

Ejercicio 7.15 Encontrar las primeras cuatro derivadas para (a) f(x)=sen(x+|x|),

() f(x)=cos(x +|x|).
Ejercicio 7.16 Encontrar la n-ésima derivada de las funciones sen x y cos x.

Ejercicio 7.17 Sea k € N dado. Encontrar condiciones sobre a,b € N tales que la
funcién
x* x>0,

f(x):{ xb’ x<0’

tenga derivada de orden k en todo R.

7.4. Regla de LHospital

Un método para calcular cierto tipo de limites se llama Regla de L'Hospital. Este
resultado supone las siguientes hipoétesis:
(@) f(x)yg(x)son continuas en el intervalo I, y ocurre que

)lcirrcllf(x):)lCirrzllg(x)ZO, (7.9)
o bien que
)lcintlz flx)= )lclntll g(x)=o0. (7.10)

(b) f’(x)y g’(x) existen para cada x € I\ {a}.
(c) g(x)y g’(x)nunca son 0 para cada x € I\ {a}.
(d) Ellimite

/
L =1im L) (7.11)
x—a g/(x)
existe, donde L e RU{—o00,+00}.
Bajo las condiciones (a)-(d) se tiene que
Iim M (7.12)
x—a g(x)

existe y esiguala L.

Es importante mencionar que si a € R, entonces el intervalo I del punto (a)
puede ser un intervalo abierto y ser a un extremo de éste. Si es asi, entonces los
limites en (7.9), (7.10), (7.11) y (7.12) son limites unilaterales. Mds atn, a puede
estar en {—00,+00}. Si por ejemplo a =—00, entonces el intervalo I es de la forma
(=00, b), paraalgiin b eR.

Ejemplo 7.15 Calcular los limites

1_
(@ 1im 22 () lim —22%

x—0 X x—0 X
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7.4. Regla de L'Hospital

Solucién. En cada uno hay indeterminacién del tipo 0/0 y se cumplen las hip6tesis
de la Regla de LHospital, entonces

senx , Cosx

(a) lim =lim =cos0=1,
x—0 X x—0 1
. 1l—cosx senx
(b) lim =1im =
x—0 X x—0 1
Comparar estos limites con los obtenidos anteriormente, ver la Seccién 4.3. ]

En ocasiones hay que aplicar la Regla de LHospital iteradamente, por ende hay
que usar derivadas de orden superior.

Ejemplo 7.16 Calcular

. osenx—x
lim —
x—0 tanx — x

Solucién. Hay una indeterminacién del tipo 0/0,

senx —Xx cosx—1 —Ssenx

2. 2. 2. 1
i =lim — =Ilim =—_
x—0 tanx—x  x—0 —1 x—0—2cos-3x(—senx) 2

cos2 x
Noétese que hemos aplicado dos veces la Regla de L'Hospital. ]

Ejemplo 7.17 Calcular
. 3x3-5x2+6x+1

lim .
x—00 x342x2—x—1

Solucién. Hay una indeterminacion del tipo co /oo,

. 3x3—5x2+6x+1 . 9x?>—10x+6
lim = lim ——
x—00 x3+42x2—x—1 x—00 3x2+4x—1
. 18x—10 ., 18
= lim ———— = lim —=3.

x—00 Gx+4  x—oo 6

Aqui hemos aplicando tres veces la regla de L'Hospital. ]

Ejemplo 7.18 Calcular

; ( 1 1 )

lim{ —— .

xfo\x senx
Solucién. Nétese que

1
lim—=—0c0 y Ilim =—00.
x10 X x—0 sen x

Por lo tanto no podemos separar los limites y ademds tampoco podemos aplicar la
Regla de LHospital directamente. En este caso realizamos la operacion aritmética

1 1 senx—x
X senx xsenx
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7.4. Regla de L'Hospital

Ahora hay una indeterminacioén del tipo 0/0,

. senx—x cosx—1 . —senx
lim =lim =lim =0.
x10 xsenx x10 XCOSX+senx  x70 COSX—XSenx-+cosx

Aqui hemos aplicado dos veces la Regla de L'Hospital. ]

Observe que

1 1
x2sen(1/x xsen— lim,_,xsen—
lim LI L = L.
x—0  senx x—0 senx senx
im0 ———
x
Del Ejemplo 4.9 sabemos que
3 1
lim xsen — =0,
x—0 X
por lo tanto, el Ejemplo 7.15 implica que
x%sen(1/x
lim *“sen(1/x) =0
x—=0  senx
Sin embargo,
_ (x?sen(1/x)Y .. 2xsen(1/x)—cos(1/x)
lim =Ilim
x—0  (senx) x—0 cosx

no existe, pues la funcién [2x sen(1/x)—cos(1/x)]/ cos x oscila demasiado cerca de
0, ver abajo su grafica

Lo anterior significa que el reciproco de la Regla de LHospital no es cierta, es
decir, si el limite
f(x)

lim ——
xoa g(x)

existe, esto no implica que exista el limite de
/
X
lim Al ).
x—a g/(x)

Cabe sefialar que en la aplicacién de la Regla de L'Hospital es la derivada del
numerador entre la derivada del denominador, no la derivada del cociente. Este
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7.4. Regla de L'Hospital

error se comete muy frecuentemente. El siguiente ejemplo aclara el punto. Sabe-
mos que

. ox+1 1+ %
lim = lim > =L (7.13)
X—00 X —2 Xx—00]—%
Pero nétese que
. x+1Y . (x—2)-1—(x+1-1 1
lim = lim = lim =0.
x—oo\ x —2 x—00 (x—2)2 x—00 (x —2)2

Lo que es contrario a (7.13).

Ejercicio 7.18 Calcular los siguientes limites

1 ¢
(a) 1im(—2—cot2x), (e) lim —2X

x—0\ X x—n/2 tan3x

1 tx—1
(b) lim(cscx—cotx), (f) lim(——cotx), (j) lim SOLX L/

1
, (i) lim xtan—,
X—00 X

o\ x x—0 x2 !
1 1 3x+4 x3—8x+2x+1
c) im{ —— , Iim —, (k) im ——,
(c) xl—»o(x2 sen2x) &) xLoo 2x24+5 ( x—00 x4—x242x—3
TX 1
(d) lim(1—x)tan—, (h) lim(——cotzx), (I) lim (secx—tanx).
x—1 2 x—0\ x2 x—m/2
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Capitulo 8

Primeras aplicaciones y
derivacion implicita

En este capitulo presentamos algunas interpretaciones y aplicaciones del con-
cepto de derivada. Entre las interpretaciones estan, por ejemplo, el concepto de
tasa de cambio y de velocidad instantdnea. Ademads, veremos el concepto de deri-
vacion implicita y como se vincula éste, de manera sorprendente, con ciertos pro-
blemas préacticos.

8.1. Laderivada como razéon de cambio

La importancia del concepto de derivada es debido a sus multiples aplicacio-
nes. En esta seccion discutiremos las primeras de ellas. Para abordar estas aplica-
ciones necesitamos darle una interpretacién “practica” a este concepto. Con esto
iniciamos.

Supongamos que ¢ > 0 representa el tiempo y y = f(¢) representa cierta expre-
sién que indica la evolucion (en el tiempo) de alguna cantidad. El cambio medio (o
promedio) de la cantidad de interés, y, en el intervalo de tiempo [, ¢ + h] es dada

por
h

La cantidad (8.1) también se interpreta como una tasa (razén o velocidad) media.

La tasa (razén o velocidad) instantdnea de variacién en el punto ¢ es

0) = i LWL

h—0 h

(8.1)

En lo que sigue presentamos algunos ejemplos donde introducimos otras in-
terpretaciones del concepto de derivada.

Ejemplo 8.1 El radio de un globo esférico aumenta a ritmo de 2 cm por segundo.
¢Cudl es la tasa de variacién del volumen del globo en el instante en que su radio
mide 10 cm?
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8.1. La derivada como razén de cambio

Solucién. Sabemos que el volumen de una esfera de radio r estd dado por la ex-
presion, v = %nr3. Por lo tanto, la tasa de variacion (instantdnea) es

dv _ dv dr
dt — dr dt
= 4nr2ﬂ-
- dt

Se sabe que % = 2 cm/seg, por ende la tasa de variacién del volumen del globo,
cuando r =10 cm, es

d 3
—U(IO) =47 (10)*-2=800 7 o
dt seg

De esta manera, la tasa de variacién del volumen del globo en el instante en que
su radio mide 10 cm es de 2,513.274 cm3/seg. ]

Ejemplo 8.2 Una fdbrica de quesos calcula que el costo de producir x quesos estd
dado por la funcién

c(x)=180+0.08x +0.07x%—0.0001x°>.

Calcular el costo, el costo medio y el costo marginal (instantdneo) para la produc-
cion de 600, 400 y 300 quesos. Comparar el costo marginal por la produccién de 400
quesos, con el costo de producir el queso 401.

Solucién. El costo medio por pieza de queso es de

c(x) 180 )
— =—-+4+0.08+4+0.07x —0.0001x°,
X X

y el costo marginal es
¢’(x)=0.08+0.14x —0.0003x>.

El costo marginal se interpreta como una tasa de cambio de costo con respecto a
los quesos fabricados. Con esta informaci6n llenamos la tabla

Quesos | Costo | Costo medio | Costo marginal
600 3,828 6.38 -23.92
400 5,012 12.53 8.08
300 3,804 12.68 45.08

Por otra parte, el costo de producir el queso 401 es
c(401)—c(400)=5,020—5,012=8

y el costo marginal es ¢’(400) = 8.08. |
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8.1. La derivada como razén de cambio

Supongamos que s(t) representa la posicién de una particula que se mueve en
linea recta al tiempo t. La derivada

v(t)=7s'(t)

se llama velocidad de la particula en el instante ¢. Si v(t) es diferenciable, entonces
la derivada
a(t)=v'(t)

se llama aceleracion de la particula en el instante ¢.

Ejemplo 8.3 Un objeto se estd moviendo en linea recta y su distancia al origen al
tiempo t estd dada por la funcién

2
s(t):§t3—4t2+6t.

Describir el comportamiento del objeto en el intervalo de tiempo [—1,5].
Solucién. La velocidad del objeto es
v(t)=s'(t)=2t>—8t +6=2(t —1)(t —3).

Por lo tanto, la velocidad es 0 en 1 y 3 segundos, lo que significa que el objeto se
detuvo. Antes de 1 segundo la velocidad es positiva, es decir, la distancia al origen
crece, después se detiene, en t =1, yluego la velocidad es negativa, lo que significa
que la distancia del objeto al origen decrece y luego se detiene, en ¢ = 3, para ense-
guida crecer de nuevo. Lo anterior se justifica analizando los signos de la derivada

—1<t<1=1-t>0,3—t>0 = sig2(t—1)(t—3))=+, pues++=+,
1<t<3=1-1t<0,3—t>0 = sig2(t—1)(t—3))=—, pues—+=—,
3<t<5=1-1<0,3—1t<0 = sig2(r—1)(t—3))=+, pues——=+.

Por otra parte, a(t) =4t —8 =2(t —2). Esto significa que en ¢ =2 no hubo acelera-
cién, es decir, la “velocidad instantdnea fue constante”. La grafica de s es

Observe que en 1 y 3 segundos el movimiento del objeto cambi6 de direccién. =
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8.1. La derivada como razén de cambio

Ejercicio 8.1 Si un automovil parte del reposo, ;qué aceleracién constante le per-
mitird recorrer 180 m en 10 s si a los 4 s lleva una velocidad de 6 m/s?

Ejercicio 8.2 Un barco navega paralelamente a una costa recta, a una velocidad
constante de 12 km/h y a una distancia de la costa de 4 km. ;Cudl es su velocidad
de aproximacién a un faro de la costa en el instante en que diste precisamente 5 km
del faro?

Ejemplo 8.4 Sedispara una pistola directamente hacia arriba desde el suelo. Su dis-
tancia sobre el suelo a los t segundos es de 41t —4.9t> metros. ;Cudl es la velocidad
del proyectilent =2, t =3, t =4yt =5 segundos? ;En qué momento alcanza su
altura mdxima? ;Cudndo choca con el suelo? ;Cudl es la velocidad en el momento
del choque?

Solucién. La velocidad es v(t)=41—9.82¢. Por lo tanto

Tiempo ¢ 2 3 4 5
Velocidad v(t) | 21.36 | 11.54 | 1.72 | -8.1

Vemos que en 5 segundos la bala ya viene de regreso (por el signo negativo). De
modo que la altura méxima se alcanza entre los segundos 4 y 5. Mds precisamente,
cuando la velocidad es cero,

v(r)=41—9.821 =0,

es decir, a los 4.175 segundos. Si tarda lo mismo en subir que en bajar, entonces a
los 8.35 segundos chocard con el suelo. La velocidad en el momento del choque es

v(8.35)=41—9.82(8.35) =—41.
Que es la misma velocidad con la que sali6 la bala, pero en direccién contraria. m

Ejercicio 8.3 Un fabricante de pantalones estima que el costo de producir x panta-
lones por dia estd dado por

c(x)=1002+26x—x%/11, 0< x <200.

Hallar el costo marginal de la produccion de 10 pantalones’y compararlo con el costo
real de producir el pantalén niimero 11.

Ejercicio 8.4 Un objeto se mueve a lo largo del eje y. Su posicion en el instante t
estd dada por
s(t)=13—7t2+11t+6, 0<t<5.

Estudiar las siguientes cuestiones:
(a) Determinar la velocidad v .
(b) Factorizar a v para ver cudndo se mueve hacia arriba o hacia abajo.

(¢) Calcular los instantes en los que el objeto se detiene.
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8.2. Incrementos y diferenciales

(d) Calcular el punto donde la velocidad es constante (para esto hay que encontrar
la aceleracion).

Ejercicio 8.5 Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba. Su altura sobre el
suelo s(t) (en metros) a los t segundos estd dada por s(t) =168t —19t2. (a) ;Cudl es
la velocidad y cudl es la aceleracién a los t -segundos? (b) ;Cudles a los 3 segundos?
(¢) sCudl es la altura mdxima? (d) ;Cudndo llega al suelo?

Ejercicio 8.6 En cierta fdbrica el costo total de n unidades estd dado por
1,
C(n)= gn +3n+800.
Ademds, el niimero de unidades que se producen por hora es de acuerdo a la funcién

n(t)=4t>+35t, t>0.

Determinar la intensidad de cambio del costo total con respecto a un tiempo de 3
horas después de haberse iniciado la produccion.

Ejercicio 8.7 Verifique que la tasa de cambio del volumen de una esfera con respecto
al radio es igual al drea de la superficie.

Ejercicio 8.8 Un cohete se lanza al espacio desde el suelo. Sea s(t) la distancia del
cohete al suelo. Si la grdfica de la velocidad v(t)= s’(t) del cohete es

T T
I I
I I
I I
I I
I I
[l [l
I | |
a b c

0

(a) ;Cudles el intervalo de tiempo en el que se puede caminar con seguridad den-
tro del cohete?

(b) sEn qué intervalos de tiempo se aleja o se acerca?

(¢) ;En qué momento alcanza su altura mdxima?

8.2. Incrementos y diferenciales

Un concepto que suele resultar til en aplicaciones es el de diferencial.
Sea h > 0. El numero

Af(x)=f(x+h)—f(x),

sellama incremento de f de x a x+h. Si f es diferenciable en x el producto & f”(x)
se llama diferencial de f en x con incremento / y se denota por

df(x)=hf'(x).
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8.3. Derivacién implicita

Si h=d x, entonces d f(x)= f’(x)d x. Puesto que

F=lim 22,

entonces de manera intuitiva podemos decir que f’(x) es aproximadamente igual
aAf(x)/h, si h es muy pequeio. Por lo tanto
Af(x)

aftx)=hfw~n( L2 )=ar)

De este modo
flx+h)~ f(x)+hf(x) (8.2)

Este célculo, aunque sencillo, suele ser ttil.
Ejemplo 8.5 Calcular el valor aproximado de ¥/8.001.

Solucién. Consideremos la funcién f(x)= 3/x, entonces f'(x) = %x‘z/ 3. De (8.2)
1
f(8+0.001) ~ f(8)+0.001 §(8)—2/3
11
= 2+ 5 . Z(O.OOI) =2.000083.

Donde hemos tomado x =8, h =0.001. [
Ejercicio 8.9 Usar diferenciales para estimar
(@) V15, (b) V28, (c)cos(58%), (d) sen(46°).

Ejercicio 8.10 Hallar el volumen aproximado de un recipiente esférico, cuyo radio
exterior es de 4 cm y cuyo espesor de 0.25 cm.

Ejercicio 8.11 Sedesea recubrir una ciipula semiesférica, de radio de 15 m, con una
capa de pintura de 0.03 cm de grosor. Se quiere saber cudntos litros de pintura se
necesitard. Obtener una estimacién mediante diferenciales.

8.3. Derivacion implicita

Hasta ahora hemos estudiado funciones definidas explicitamente, es decir, da-
do un valor x (llamada variable independiente) obtenemos, bajo cierta asigna-
cién otro valor y (llamada variable dependiente). Esto lo hemos denotamos por
¥y = f(x) y hemos supuesto que f es la regla o la férmula que nos indica qué ope-
racién debemos hacer con x.

Otra manera de definir una funcién es de forma implicita, es decir, de manera
indirecta. Un método usual para hacer esto es a través de una ecuacion. Esto sig-
nifica que dada x, el valor que le asignamos a y depende de que éste sea solucién
de una ecuacién. El problema radica en que la ecuacién en cuestiéon puede tener
mas de una solucidn, si esto ocurre no tendremos una funcién, pues dada x no
sabremos qué valor asignarle a y (hay una indeterminacioén). El siguiente ejemplo
nos muestra esta situacién y una manera de resolver este problema.
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8.3. Derivacién implicita

Ejemplo 8.6 Estudiar las funciones implicitas definidas por la ecuacion
+y*=1 (8.3)

Solucién. La relacién (8.3) consiste en todas aquellas parejas (x, y) de nlimeros
reales que cumplen la ecuacién (8.3). Al graficar estos puntos en el plano cartesiano
nos damos cuenta de que se trata de un circulo con centro en (0,0) y radio uno

(x,y)

(—1,0) (1,0)

De esto observamos que los posibles valores de x estdn en el intervalo [—1,1]. De
modo que para cada x €[—1, 1] buscamos un tnico y = f(x) tal que

¥+y*=1 = y*=1-x%
Observamos que hay dos posibilidades
y=v1—-x2 o y=—+v1-2x2 (8.4)
Asfi, la ecuacion (8.3) nos define dos funciones implicitamente
Ax)=V1-x2 y fx)=—v1-x2.

Es de esperar que las graficas de f; y f, tengan la forma

fi

f

Es importante sefialar que éstas son las dos tinicas funciones continuas que se ob-
tienien de la ecuacion (8.3), sin embargo, hay otras posibilidades, por ejemplo

Alx)= v1—x2, —-1<x<0,
VT —vV1I=x2, 0<x<1,
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8.3. Derivacién implicita

también es una funcién definida implicitamente por (8.3), excepto que ahora no
es continua. Es discontinua en 0. |

En ocasiones no es posible despejar la variable y como en (8.4). Sin embargo,
bajo el supuesto de que la ecuacién en cuestion define al menos una funcién im-
plicita podemos encontrar su derivada. De hecho, en célculo de varias variables
hay un resultado (llamado teorema de la funcién implicita) que afirma que, bajo
ciertas condiciones, una ecuacién siempre define una funcién de manera “local .

Ejemplo 8.7 Bajo el supuesto que la ecuacion
Y 4+3yix—xt+y=1, (8.5)
define una funcion y = f(x) implicitamente, encontrar su derivada.

Solucién. De (8.5) tenemos
(F))* +3(f(x)*x—x*+ f(x)=1.
Derivando la ecuacién con respecto a x, nos queda,
d 3 2 4 _i

E[(f(X)) +3(f(x) x—x +f(X)]—dx1,

usando la regla de la cadena
2 d a A S PN
3(f(x)) dxf(X)+3 Z(f(x))dxf(XH(f(X)) 4x +dxf(X)—0.

Factorizando d f(x)/d x,

d

af(x)[s(f(x))z +6f(x)+1]=4x"=3(f(x)),

por lo tanto
d _ 4x3—3(f(x))?
ax T s mE T e+t
Obteniendo lo deseado. [

(8.6)

La derivada que se obtiene al derivar una funcién implicita se llama derivada
implicita de f con respecto a x.

Otra forma simbélica de hacer la derivacién implicita es la siguiente. Deriva-
mos la variable y, siguiendo las reglas usuales, y cada vez que se derive y la multi-
plicamos por y’. Por ejemplo, la derivada implicita de (8.5) es

3%y +3[2yy’ +y*1—4x*+1-y =0,
despejamos y’, para obtener
4x3—8y?
y' = 2—3/ (8.7)
3y2+6y+1

Lo cual coincide con (8.6) si recordamos que y = f(x).
Veremos, en la siguiente seccion, que la derivaciéon implicita tiene muchas apli-
caciones.
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8.3. Derivacién implicita

Ejemplo 8.8 Encontrar larecta tangentey la recta normal a la grdfica de la ecuacion
(8.5) en el punto (1,—2).

Solucién. De (8.6) obtenemos que

417 —3(=2)
3(—2)24+6(—2)+1

=
Por lo tanto, de (7.2) vemos que la recta tangente es
y=(x—1)(—8)—2=6—8x,

ylarecta normal es

aqui hemos usado (7.7). ]
Ejemplo 8.9 Encontrar la derivada implicita de y, donde
tan®(xy®)+2x>y =5x.

Solucién. Usando las reglas usuales, y escribiendo y’ cuando se derive con respec-
toa y, queda

1

2 / 2 2 3.,/ 3 2 :5’
—cosz(xyz)(x( VY +yI)+2x"y +3x7y)

2tan(x y?)
despejando
, (5—6x%y)cos?(xy?)—2y?tan(xy?)

4x ytan(x y2)+2x3cos(x y2)
Obteniendo asi lo deseado. |
Ejemplo 8.10 Hallar y” donde
y*+3y—4x®=5x+1.
Solucién. La primera derivada es
4y*y’ +3y —12x%=5.

La segunda derivada

/

aly’y"y'+3y*(y'V1+3y"y —24x =0.
Factorizando y”,
y'l4y3y +3y'1=24x —12y>(y')?

por lo tanto,
s 24x—12y%(y')?
C o Aysy’+3y
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8.3. Derivacién implicita

Recordemos que cada vez que derivamos y multiplicamos por y’. ]

La derivacién implicita se puede usar para calcular derivadas de potencias frac-
cionarias. Sean m, n € N\ {0}. Consideremos la ecuacién
y"—x"=0. (8.8)

Dependiendo de m y n, esta ecuacién define implicitamente a lo mds dos funcio-
nes continuas

n par n impar
mimpar | y=(x")V", xR, y=(x"V" xeR,
m par y=(x")V", xR, y=(x")", x>0,
y=—(x""" xeR, | y=—(x")"" x>0.

Derivando implicitamente (8.8) nos queda

mym_ly’—nx”_lzo,
por lo tanto, usando (8.8)
,_ nx"'  nx"' ax"™'y ny
y= mym=1" mymy-1  mxn  mx

Para obtener la derivada de y hay que tomar la funcién y adecuada. Por ejemplo,
si m es impar,
n @ e
m x m
Expresiones andlogas se abtienen si m, n € Z\ {0}.

/

Ejemplo 8.11 Encontrar la derivada implicita de

2
Vy3+Vxy=——=+V5x2—x+4, y=0.
y y /3 y
Solucién. Escribamos primero esta expresion en términos de potencias fracciona-
rias

y3/4 +x1/3y =2x3/? +(B6x%2—x +4)1/3.

Derivando, bajo el supuesto de que esto es posible,

3 1 3 1
Zy_1/4y’+xl/3y/+ gx_z/gy =—2- Ex_5/2+ §(5x2—x+4)_2/3(10x—1).

Despejando y’, queda
, (1/3)5x2—x+4)2(10x—1)—(1/3)x 3y —3x7°/2
) (3/a)y 1+ X173

Obteniendo asi el resultado deseado. [

Ejercicio 8.12 Encontrary, y’ de las funciones definidas implicitamente por:

(a) y*—x*=0, (d) y*—x*=0,
(b) y5—x4=0, (e) y5—x3=0,
(c) y*—x°=0, (f) y°*—x°=o.
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8.4. Rapidez (o tasas) de variacion relacionadas

En esta parte veremos aplicaciones de las derivadas implicitas. Al tratar proble-
mas practicos frecuentemente aparecen dos variables que dependen de una terce-
ra, la cual generalmente es el tiempo. Es decir, tenemos algo como

x = x(t), y=y(t), t=0.

Maés atn, las variables x, y estdn relacionadas por alguna ecuacion.
Por ejemplo, supongamos que x, y dependen del tiempo ¢ y estdn relacionadas
por la ecuacién
x—y3—xy+1=0. (8.9)

Derivando, implicitamente con respecto a t, nos queda

dx dy dy dx
2x—— -3y’ =~ —x———y——=0.
Yar 7V ar Yar Var
: : . dx dy
Nétese que al derivar x o y siempre multiplicamos por I o ar segun sea el caso.

dx d
Las cantidades a7 y d—J; se llaman rapidez (o tasas) de cambio relacionadas.
Ejemplo 8.12 Un foco se encuentra en lo alto de un poste de 10 m de altura. Un nifio
de 1 m de estatura se aleja del poste a una velocidad de 2 metros por segundo. ; Cudl
es la taza de crecimiento de su sombra? ; Con qué velocidad se mueve el extremo de
su sombra cuando el nifio se encuentra a los 12 m?

Solucién. Tenemos un esquema como éste

2m/s
Usando las propiedades entre los tridngulos semejantes (ver (15.5)) resulta

x+y |y

8.10
10 1 ( )
De aqui, y = § x. Por lo tanto

dy ldx

dt 9dt
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Es decir, la tasa de crecimiento de la sombra, y, es de

dy 2
ar—9™®
Por otra parte, la velocidad del extremo de la sombra, con respecto al poste, es de
dix+y) d
dr  dt

dy 20
9y+y)=10——=—m/s.
Oy +y)=10_"=-m/
Notese que la velocidad no depende de la posicién del nino, es decir de los 12 m.
La velocidad del extremo de su sombra depende tinicamente de la tasa del creci-
miento de ésta. ]

Como se habré apreciado, al resolver el problema anterior primero identifica-
mos todos los datos con los que se cuenta, enseguida tratamos de encontrar una
féormula (o férmulas) (ver (8.10)) que relacione las cantidades de interés. Este pa-
so es crucial y se sugiere poner especial atencién en este punto en los ejemplos
que siguen. El tercero y ultimo paso es derivar implicitamente para encontrar las
razones o tasas pedidas.

Ejemplo 8.13 La arena que escurre por un agujero de un recipiente forma un mon-
ticulo cénico cuya altura es igual al radio de su base. Cuando la altura del monticulo
es de 25 cm esta aumenta a razon de 15 cm/min. Calcule el volumen de arena que
sale del agujero por minuto cuando la altura es de 25 cm.

Solucién. Hagamos un esquema para concentrar los datos

Arena

h E:IS cm/min

————— > —— 9

El volumen de arena que sale del agujero es el mismo volumen que hace que el
cono aumente de tamafo. El volumen del cono de arena que se formaes V = 3 wh®.
Por lo tanto

av dh

Z —gh*Z_.

dr " dr
Alos 25 cm de altura el volumen de arena que sale por el agujero serd de 71(25)?15 =
0.029 m3/seg. n
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Ejemplo 8.14 Un faro que se encuentra a 200 m del punto mds cercano P de una
costa, con forma de linea recta, gira dando una vuelta completa cada 15 segundos.
Calcular la velocidad con la que el haz de luz se mueve al pasar por un punto a 400
m del punto P.

Solucién. Hagamos un esquema

I 400 1

Faro

Nétese que en un minuto se dard 4 vueltas. Por lo tanto, el &ngulo habra recorrido
81 radianes, es decir

0
T 87 rad/min.

Puesto que
tan(0) = i,
200
entonces
ax _ 200 sec?(9) a9,

dt
Cuando x =400 el dngulo recorrido sera

400
tan(f)= — = 0 =tan"!(2)=1.107 rad.

200
En consecuencia
dx (400)~200x 5% 8
— ~ X 5 x 87.
at
Es decir, la velocidad sera de 25,132.741 m/min. ]

Ejercicio 8.13 Una escalera de 4 metros de largo estd apoyada contra la pared de
una casa de tres pisos de altura. La base de la escalera se resbala a razén 0.5 m/seg.
sCon qué velocidad se desliza el otro extremo de la escalera cuando se encuentra a 3
metros del suelo?

Ejercicio 8.14 Una bola de nieve se derrite de manera que su radio disminuye con
velocidad constante, de 30 a 20 centimetros en 45 minutos. ;Cudl es la velocidad del
cambio de volumen en el momento en que el radio media 25 centimetros?
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Ejercicio 8.15 Un tanque de agua tiene la forma de un cono circular recto de 18
m de alto y 8 m de radio en la base. Si se suministra agua al tanque a razon de 10
litros por minuto, encontrar la velocidad de cambio del nivel del agua cuando la
profundidad es de 4 m.

Ejercicio 8.16 Suponga que el segmento de recta que va del inicio de una pista de
aviones a una torre de control es perpendicular a la pista. Suponga ademds que el
inicio de la pista estd a una distancia de 500 m de la base de la torre de control y
que un avion alcanza una velocidad de 500 km/h después de recorrer 800 m sobre
la pista. Calcular la rapidez de cambio de la distancia entre el avion y la cabina de
la torre que estd situada a 70 m del suelo.
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Capitulo 9

Implicaciones geométricas de
la derivada

En esta parte veremos c6mo el concepto de derivada nos ayuda a estudiar las
propiedades geométricas de las funciones.

9.1. Extremos de una funcion

Sea I un intervalo (que podria ser cerrado, abierto o una combinacién de am-
bos) y f : I — R una funcién. Decimos x; € I es un punto maximo (minimo) local
de f si existe un intervalo J c I tal que

Jx)<flxo)  (f(x)2f(x), Vxe].

Se dice que f(x;) es un valor maximo (minimo) local de f. El punto x, se llama
extremo local.
Supongamos que la grafica de una funcién f : [a, b) — R tiene la forma

En este caso x; y x, son extremos locales, x; es un maximo local y x, es un minimo
1 2 1 2

local. Esimportante notar que a es un minimo local, pero b no es un maximo local,

pues b no estd en el dominio de f.
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9.1. Extremos de una funcién

Sea f :(a,b) = Ry xy, € (a, b) un méaximo local de f. Supongamos que la gréfica
de f es suave. Algo asi como la figura de abajo

= ==

|
I
I
I
|
I
I
I
1
P

<
= <+

Xo

Sea (u, v) un intervalo tal que

f(x)ﬁf(xo), VXE(M,U),

entonces

f(x)=f(x) <0, Vxe(u,v).

Por lo tanto,

=) x> X, 9.1)
X — X

VAC) i CT) R X < X 9.2)
X — X

Las desigualdades (9.1) y (9.2) implican
fim I =)
x| xo X— Xy

f/(x+)

)

Si f es diferenciable en x;, entonces

0< f'(x—) = f'(x0)= f'(x0+) <0,
es decir, f/(x,) =0. Asi tenemos el teorema de los extremos, o de Fermat:

Teorema 9.1 Sif :(a,b)— R esdiferenciableen x, €(a, b) y x, es un extremo local,
entonces f'(x,)=0.

Definicién 9.1 Sea f : I — R con xy € I. Si f'(xy) = 0, entonces se dice que x, es un
punto critico. El niimero f(x,) se llama valor critico.

Del teorema anterior deducimos que si f es diferenciable en x; y x, es un extre-
mo local, entonces x, es un punto critico. El reciproco de esta afirmacién es falso.
Por ejemplo, la funcién f(x) = x® cumple que

f(o=o,
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9.1. Extremos de una funcién

por lo tanto 0 es un punto critico, pero 0 no es punto extremo. Esto se aprecia en la
figura de abajo

Mads adelante discutiremos sobre este tipo de puntos (ver el Ejemplo 9.6).
Definici6on 9.2 Sif: 1 —-Ryx, el cumple que

FR<fx), (f)=flx) Vxel,
se dice que x, es un mdximo (minimo) global de f sobreI.

Por ejemplo, el punto a en la figura de la pagina 107 es un minimo global en
[a, b)Yy f no tiene maximos globales. Los valores extremos son tinicos, pero no los
puntos donde se alcanzan. En efecto, si una funcién f tiene una grafica dela forma

T AR

x3 x4 T T

X X
{ {
I I
I I
I I
I I
I I

entonces los nimeros b y a son los valores maximos y minimos globales, respecti-
vamente. El valor minimo a se alcanza, por ejemplo, en x; y x,, y el valor médximo
b se alcanza, por ejemplo, en x3 y x;.

Ejercicio 9.1 El capital de cierta compaiiia en un afio se calcula de acuerdo a la
funcién f(t)=0.05¢%+at®+ bt +4.3, t > 0. Dar condiciones sobre los pardmetros
a y b de modo que el capital nunca esté por abajo del capital inicial.
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9.2. Un método para encontrar extremos de una fun-
cion

A continuacién proponemos una técnica para encontrar los valores extremos
de una funcién continua f :[a, b] — R (en particular sera facil si f es diferencia-
ble). Para encontrar los extremos globales de f en [a, b] seguimos estos pasos:

(@) Calcular f(a) y f(b).

(b) Encontrar los puntos y valores criticos de f.

(c) Evaluar la funcién en aquellos puntos donde f no es diferenciable.

Para fijar las ideas presentamos varios ejemplos.
Ejemplo 9.1 Sea f(x)= x3— x. Encontrar los extremos de [ en[—1,2].
Solucién. Consideremos los pasos (a) y (b).
(@ f(-1)=0, f(2)=6.
(b) Es claro que f’(x)=3x%—1. Haciendo
3x*—1=0,

resulta que x = i% son los puntos criticos. Los valores criticos son

(55 1)

v3) 33 v3) 343

Puesto que f es diferenciable en (—1,2) no tiene sentido considerar el caso (c). Para
apreciar los extremos hacemos la grafica de f

De los valores obtenidos vemos que en 2 se alcanza el maximoy en 1/+/3 el minimo.
Observe en particular que 1/+/3 es un punto critico y 2 no lo es. ]
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9.3. Teorema del valor medio

Ejemplo 9.2 Sea f :[—1,2] — R, dada por

x2’ xE[—l,l),

f(x):{ x, xe€[L,2].

Encontrar los extremos locales de f en[—1,2].

(9.3)

Solucidén. Analizaremos los casos del método.

(@ f(-1)=1, f(2)=2.

(b) La derivada de f es, f/(x)=2x, x € (—1,1), f'(x)=1, x €(1,2). Por lo tanto el
Unico punto critico es 0. El valor critico es 0.

(c) Eltinico punto en (—1,2) donde f no es diferenciable es 1. En este caso f(1)=1.
Trazamos la gréfica de f para apreciar sus extremos

Comparando los valores obtenidos en (a), (b) y (c) vemos que 0 es el valor mi-
nimo y 2 es el valor méximo. ]

Ejercicio 9.2 Encontrar los extremos de

[ x x€[0,1/2],
f(x)—{ 1—x, xe(1/2,1],

en[0,1].
Ejercicio 9.3 Sea f(x)=(1—x?)"'. Encontrar los extremos de [ en(—1,1).

El ejercicio precedente nos da la oportunidad para recordar que las funciones con-
tinuas en intervalos cerrados tienen extremos; sin embargo, las funciones conti-
nuas en intervalos abiertos no necesariamente.

9.3. Teorema del valor medio

En esta seccién continuamos con el estudio de las implicaciones geométricas
del concepto de derivada. Le hemos concedido una seccién aparte a un resultado
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tedrico que tiene consecuencias importantes en las aplicaciones tedricas y practi-
cas, a saber el Teorema del Valor Medio.

Iniciemos con un caso particular. Sea f :[a, b] — R, continua en [a, b] y dife-
renciable en (a, b). Supongamos que f(a)= f(b). Algunas posibles opciones para
la gréfica de f son las siguientes

\ [

T

En ellas vemos que existe al menos un punto x, € (a, b) tal que f’(x,) = 0. Es de-
cir, existe al menos un punto en (a, b) donde la pendiente de la recta tangente es
cero. Ademas, se aprecia que este punto es un extremo local. Este hecho, es decir,
la existencia de al menos un punto critico en (a, b), es cierto en general y se llama
Teorema de Rolle, veamos cudl es su justificacion. Por ser f continua en [a, b], sa-
bemos (ver la pdgina 71) que existen m, M € [a, b] tal que f alcanza su minimo y
su méximo, respectivamente. Tenemos por lo tanto las siguientes posibilidades.
Casome(a,b)o M €(a, b): Por el Teorema de Fermat sabemos que

fm)=0 o f/(M)=0.

Caso m,M € {a, b}: Sin pérdida de generalidad supongamos que f(a) = f(m)y
f(b)=M.Six €(a, b), entonces

fla)=f(m)< f(x)< f(M)= f(D)= f(a),

asi f(x) = f(a), para cada x € [a, b]. Por ende, en este caso cualquier punto x €
(a, b) cumple que f'(x)=0.

Una version mads general es el siguiente resultado, conocido como Teorema del
Valor Medio:
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Teorema 9.2 Sea f : [a,b] — R continua en [a, b] y diferenciable en (a, b). Existe
Xo €(a, b) tal que
. [(b)=fla)
f(x0)= b—a

Conlafinalidad de interpretar el resultado precedente consideremos el siguien-
te esquema:

(9.4)

[ S -

[N} S —

De la figura observamos que en el intervalo (a, b) hay (por lo menos) un punto
en el cual larecta tangente en él tiene la misma pendiente que el segmento de recta
que une los puntos (a, f(a))y (b, f(b)). Con la finalidad de comprobar este hecho
consideremos la funcién

o JB)=fl@)
h(x)= f(x) b—a (x—a), x€la,b].
Nétese que h es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b). Ademads
h(a) = f(a),
o JB)=f@)
h(b) = f(b) b—a (b—a)

fb)=(f(b)=f(a))= f(a).

El Teorema de Rolle nos asegura que existe un x, € (a, b) tal que h’(x;) = 0, de lo
cual se sigue la afirmaci6n (9.4).

Ejercicio 9.4 Verificar que todo polinomio de grado 3 puede tener 0,1 o 2 valores
criticos.

Ejemplo 9.3 Sea f :[a, b]— R continuaen|a, b]y diferenciableen(a, b). Si f'(x) =
0, para cada x € (a, b), entonces f es constante en[a, b).

Solucién. Sea x € (a, b]. Consideremos la funcién f : [a, x] — R, entonces por (9.4)
existe y €(a, x) tal que

ey fx)—fla)
0=Ffr=——
Por lo tanto f(x) = f(a), para cada x € (a, b]. Es decir, f es la funcién constante
f(a). "
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Ejemplo 9.4 Todo polinomio de grado 3 tiene a lo mds tres raices.

Solucién. Sea p un polinomio de grado 3. Si p tiene k > 3 raices, por el Teorema de
Rolle, entre cada dos raices hay un punto critico, por lo tanto, p tendria k —1> 2
puntos criticos. Esto contradice lo establecido en el Ejercicio 9.4. ]

Ejemplo 9.5 Un automovilista que viaja de Aguascalientes a Guadalajara hace 1
hora con 50 minutos. La distancia entre estas ciudades es de 240 kilometros. Si el
limite de velocidad es de 110 km/ hr, ;debe o no ser multado el conductor?

Solucién. Primero notemos que 50 min corresponden a 0.833 hrs. Por lo tanto, el
tiempo del viaje es de 1.833 horas. Sea s(¢) la distancia recorrida al tiempo ¢. La
velocidad promedio es de

$(1.833)—s(0) 240

= ~130.1 km/hr.
1.833 1.833

Un posible esquema para s(¢) seria asi

[ < i

Iy

—

Por el Teorema del Valor Medio existe un t, € (0, 1.833) tal que
s’(¢y) ~130.1 km/hr.

Es decir, en ¢, horas el conductor viajaba a mds de 130 km/hr, por lo tanto rebasé
el limite de velocidad y debe ser multado. ]

Ejercicio 9.5 Si f(x) = x®—5x? —3x, verifique que las hipdtesis del Teorema del
Valor Medio se satisfacen paraa =1y b = 3. Hallar todos los niimeros c €(1, 3) tales

que
_[B)-f)

o=

Ejercicio 9.6 Si f(x)= x?/3, muestre que no existe un niimero c € (—2,2) tal que

f@)=f=2)

flle)= 2= (2]

sQué hipdtesis del Teorema del Valor Medio no se cumplen para f en el intervalo
[—2,2]?
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9.4. Funciones monoétonas

Sea I un intervalo (que podria ser todo R = (—00, 00)). Una funcién f : I — R se
dice creciente (decreciente) en I si para cualesquiera x;, x, € I, x; < X, se cumple
que f(x;) < f(x,) (f(x1) = f(x,)). Cuando la desigualdad f(x;) < f(x,) es estricta,
es decir, f(x;) < f(x,), entonces decimos que f es estrictamente creciente (estric-
tamente decreciente). Este concepto tiene una interpretacion geométrica clara, la
primera gréfica de abajo representa una funcién creciente y la segunda una fun-
ci6n estrictamente creciente

A

l
l
1
X1 X

Si f es una funcién creciente o decreciente se dice que f es una funcién mo-
nétona.

Ejemplo 9.6 Verificar que f(x)= x* es creciente enR.

Solucidn. Sean x;, x, €R, x; < x,. Queremos comprobar que x> > x13. Usando una
de las factorizaciones que aparecen en la Seccién 15.5, esto es equivalente a

(3, — X)(X5 + X2, + x7) = x5 — x7 > 0.

Debido a que x, — x; > 0 la desigualdad anterior es equivalente a

x22+x2x1+x12 >0. (9.5)
Si (9.5) fuese falsa, es decir si

X5+ X X + X7 <0, 9.6)
entonces sumando en ambos lados x, x; resultaria

0<(x,—x)2 = x22 +2x,x; + xl2 < XpXp = X% > 0.
Ahora, sumando xZ + x? en ambos lados de la desigualdad anterior obtenemos
X5+ XX + xP > x2 +xP > 0.

Lo que contradice (9.6). Por lo tanto la desigualdad (9.5) es verdadera. Asi hemos
verificado que f es creciente. ]
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Del ejemplo anterior deducimos que 0 no puede ser un punto extremo (ver la
gréafica de f en la pagina 109), sin importar que sea un punto critico. También he-
mos aprendido que no es facil verificar la monotonia (si atiin hay duda, el lector
podria intentar mostrar que f(x)= x’ es creciente, usando sélo la definicion).

Ejercicio 9.7 Haga un bosquejo de la grdfica de las siguientes funciones para deter-
minar aquellos conjuntos donde sea monotona, verificar usando la definicion:

(@) x—[x], (c) (x+2°—4, (e) (x—1)+2,
(b) x+2, (d) x*, (f) x*+2x.
Como veremos en seguida, el concepto de derivada es particularmente titil para
determinar la monotonia de una funcién. Sea f :[a, b] — R una funcién continua
en [a, b] y diferenciable en (a, b). Supongamos que en cada punto x € (a,b) la

pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (x, f(x)) es no negativa.
La gréfica de una funcién con esta propiedad se verd asi

Es decir, la gréfica de f en ningiin punto baja, pues si lo hiciera entonces la pen-
diente de la recta tangente seria negativa. De esto deducimos que la funcién es
creciente. En efecto, sean x,, x, € [a, b], x; < X,. Por el Teorema del Valor medio,
aplicado a f :[x;, x,] — R, resulta que existe x € (x;, x,) tal que

fl)—f(x)

o =f'(x)>0. 9.7)

Esto implica que
f(x2)Z f(x)).
En resumen, f es creciente si f’ > 0. Sila desigualdad en (9.7) es estricta para cada
x €(a, b), entonces f es estrictamente creciente. Andlogamente, si la desigualdad
en (9.7) es de la forma
f'(x)<0, Vxe€(a,b),

entonces f es decreciente, y si la desigualdad es estricta, entonces f es estricta-
mente decreciente.

Como hemos discutido, algunos pdrrafos atrés, la detecciéon de la monotonia
nos permitird determinar si los puntos criticos son extremos locales. Este resulta-
do, que enunciamos a continuacion, se suele llamar criterio de la primera derivada.
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Teorema 9.3 Sea f : [a,b] — R continua en [a, b). Sea x, € (a,b), 6 > 0 tal que
(xo—6,xy+0) Cla, b]. Tenemos los siguientes casos:

(a) Sif'(x)>0,VYxe(xg—08,x0),yf'(x)<0,Vx €(xy, %+ ), entonces x, es un
punto mdximo local.

(b) Sif'(x)<0,Vxe(xg—08,x%),y f'(x)>0,Vx €(xy, %9+ b), entonces x, es un
punto minimo local.

(¢) Si f’ no cambia de signo, entonces x, no es un extremo.

A continuacién representamos geométricamente los tres casos:

T
AN
f'>0 % f'<0 F1<0 % f'>0

f/>0 x f'>0

En el primero x, representa un méximo, en el segundo un minimo y en el tercero
no es extremo local, en este caso la derivada a la derecha y a la izquierda de x, es
positiva, es decir, no cambi6 de signo.
Verifiquemos el caso (a). Por ser f creciente en (x, — 0, Xy) y continua en X,
resulta que
fxX)L flx) Vxe(xg—06,x).

Andlogamente, por ser f decreciente en (xg, xo+ 6) y continua en x,
flx)= f(x), Vxe(xg xo+6).

De este modo se concluye que x, es un punto méximo local. Los casos restantes se
analizan de manera similar.
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9.4. Funciones mondtonas

Ejemplo 9.7 Encontrar los extremos locales de
(@) f(x)=x"38-=x), (b) f(x)=x*+x*—5x—5.

Solucién. El objetivo es determinar los signos de la derivada de f.
Para el caso (a)

1
flx) = g)fz/‘q’(S—Jc)—Jcl/3
8 5 1 4(2—x)
_ S 31 s us_He—X)
3x 3x X 3523 (9.8)

De aqui vemos que 2 es un punto critico y f no es diferenciable en 0. Esto indica
que debemos considerar el signo de f en los intervalos (—00, 0),(0,2) y (2, ©0). Re-
cuerde que x%/3 = (x!/%)? > 0, x # 0. Esto significa que el signo de f’ lo determina
el numerador en (9.8), pues el denominador siempre es positivo.
Caso x €(—00,0): x <0 => —x>0=>2—x>0 = f'(x)>0.
Casox€(0,2:0<x<2=>0>—x>-2=2—x>0= f'(x)>0.
Casox€(2,00):x>2=>0>2—x =2—x>0= f/(x)<0.

Con esta informacién llenamos la tabla

Intervalo (—00,0) (0,2) (2,00)
Signo de f’ + + —
Comportamiento de f | creciente | creciente | decreciente

De esto deducimos que 0 no es un extremo local, pues no hay cambio en el signo
de f’y 2 es un maximo local pues f’ cambi6 de + a —. Mds atin, podemos hacer un
boceto de la gréfica de f

[

El valor méaximo local es
f(2)=2"38-2)~7.6.

Para el caso (b) tenemos
f(x)=3x*+2x—5.
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9.4. Funciones mondtonas

Factorizamos f’ para encontrar los puntos criticos (ver coémo se factoriza un bino-
mio al cuadrado en la Seccién 15.4)

f(x)=(3x+5)(x—1).

Por lo tanto, —5/3 y 1 son los puntos criticos de f. Para determinar el signo de f”
consideremos los intervalos (—o0,—5/3),(—5/3,1) y (1, 00).

Caso x €(—00,—5/3): x <—5/3=3x<—5 =>3x—5<0yx<—-5/3<1 = x—1<0.
Puesto que — por — es +, entonces f’(x)> 0.

Caso x €(—5/3,1): —5/3<x <1 = —5<3x = 0<3x+5yx<1 = x—1<0.
Debido a que + por — es —, entonces f”(x) < 0.

Caso x€(1l,00):x>1= x—1>0yx>1>-5/3 =3x>-5 = 3x+5>0. Puesto
que + por + es +, entonces f’(x)> 0.

Esta informacién la concentramos en la tabla

Intervalo (—00,—5/3) (=5/3,1) (1,00)
Signo de f’ + — +
Comportamientode f | creciente | decreciente | creciente

De ella podemos auxiliarnos para trazar la grafica de f

ANE

—5/3

En —5/3 la derivada cambia de signo de + a —, por lo tanto —5/3 es un méximo

local, con valor
5 5)° 5)? 5 40
fl-=)=(-=| +|-=| =5(-=|-5=—-
3 3 3 3 27
Por otra parte, en 1 la derivada cambia de signo de — a +, por lo tanto 1 es un mi-

nimo local, con valor
f1)=1+1°-5.-1-5=-8.
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9.4. Funciones mondtonas

En la grafica anterior se puede apreciar el comportamiento de las pendientes cer-
canas a los extremos. ]

Como hemos visto, el concepto de derivada nos permite dar un bosquejo de
la gréfica de una funcién. A continuacién resumimos algunos pasos que es conve-
niente seguir:

(a) Calcular los puntos y valores criticos de f.
(b) Encontrar el signo de f” en los intervalos inducidos por los puntos criticos.
(c) Lasraices de f (sies posible).
(d) Calcular las asintotas de f.
Ejemplo 9.8 Trazar la grdfica de

_XP=2x+2
T ox—1

f(x)

Solucién. Notese que D(f) =R\ {1}, ademds

’ _ x(x—z)'
fx)= 1P 9.9)

(a) Los puntos singulares son 0y 2. Los valores criticos son

f0)==2, f(2)=2.

(b) Puesto que f no estd definida en todo el intervalo (0,2), el signo de f debe
determinarse por separado en (0,1) y en (1,2). Desde luego, también hay que con-
siderar los intervalos (—o0, 1) y (2, 00). Como el denominador en (9.9) es positivo,
el signo de f” lo determina el numerador.

Caso x €(—00,0): x <0 = x—2<—2<0.Porlo tanto, f'(x)> 0.

Caso x€(0,1):0<x<1 = x<1<2 = x—2<0. Esto implica que, f'(x)<0.
Caso x€(1,2):1<x<2 = 0<xyx—2<0. En consecuencia, f'(x)<0.

Caso x €(2,00): x>2>0 = x—2>0.Porlo tanto, f'(x)>0.

Condensamos esta informacién en la tabla

Intervalo (—00,0) (0,1) (1,2) (2,00)
Signo de f’ + — — +
Comportamiento de f | creciente | decreciente | decreciente | creciente

(c) Lasraices de f son aquellas x € R tales que
x*—2x+2=0.
Pero esta ecuacion tiene discriminante negativo (ver la Seccién 15.4)

b?—dac =(—2—4(2)=—4<0,
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9.4. Funciones mondtonas

por lo tanto f nunca toca el eje x (no hay raices).
(d) Haciendo la divisién de x> —2x +2 entre x — 1, nos queda

() x2—2x+2 - 1 ©9.10)
X)|=—"""——"—"=X— _— .
x—1 x—1
Notamos que
1
x—o0 x —1 x——00 x —1

Por lo tanto x —1 es una asintota oblicua y de (9.10) obtenemos

lim f(x)=+00, limf(x)=—o00,
x]1 x71

es decir, 1 es una asintota vertical.
Con esta informacién podemos hacer un boceto de la grafica de f asi

km—————————————

—
\S]

De ella podemos apreciar que hay dos extremos globales, 0 y 2, maximo y minimo,
respectivamente. u

Ejercicio 9.8 Trazar la grdfica de las siguientes funciones haciendo uso del método
descrito en esta seccion:

x?>42x—-2 1—x

(@) flx)=x"2(x" =), (B) g(¥)=———— (6) h(X) =
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Capitulo 10

Trazado de graficas

En este capitulo se introduce el concepto de concavidad y se estudia c6mo se
relaciona éste con el concepto de derivada. Aplicamos estos objetos matematicos
en el boceto de la grafica de una funcién.

10.1. Funciones convexas
Enseguida iniciamos definiendo el concepto de concavidad.

Definicién 10.1 Sea f : I — R, I un intervalo. Decimos que f es convexa en I si
para cualesquierau,v €I, u<v yr €(u, v) la pendiente m;, del segmento L,, que
une los puntos (u, f(u)),(r, f(r)) es menor que la pendiente mp,, del segmento L,,
que une los puntos (u, f(u)), (v, f(v)), es decir

Una representacion gréfica de este concepto es de la siguiente forma

N /S

[ Y S

Notese que (10.1) es equivalente a

(f(r)=fu))(v—u) <(f(v) = f(u))(r — u),
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10.1. Funciones convexas

fv—f(wWv—f(Nu+ fWu< f(v)r—fur—fv)u+ f(uu,

cancelando u f(u) y sumando en ambos lados —f(v)v, nos queda

frv—fwv—frju—fwv < fv)r—fur—f(v)u—fv)v,
frv=fru+fwu—fv < flwv—fu)r+ f(v)r—f(v)v,
fv—u)+fw)u—v)< fu)lv—r)+fv)r—v),
JFr)(v—u)—fv)v—u)< f(u)v—r)—fv)v—r),
(

Fr)=fNv—uw) < (f(u)=fw)(v—r),
multiplicando por —1 y dividiendo, resulta

LG (G (O (G 102)

Esto significa que la pendiente del segmento L, que une (u, f(u)) con (v, f(v)) es
menor que la pendiente del segmento L3 que une (r, f(r)) con (v, f(v)), como se
aprecia en la siguiente figura

N/

L

<

I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
v

N~ ==

I

!

1
u

Ma4s atn, notese que la pendiente del segmento L; es menor que la pendiente del
segmento Ls, ver la figura de abajo

Y S

I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
u

~ F-=-

En efecto, (10.1) y (10.2) implican

le < mL2 < mLS. (10.3)
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10.1. Funciones convexas

Ejercicio 10.1 Sea f : I — R convexa. Sean u,v €1, u < v. Verificar que
fu+Q-0)v)<tf(u)+1Q—-1)f(v), Vtelo,1] (10.4)
Ejercicio 10.2 Sea f :[a, b] — R convexa. Verificar que

f(x)<maéx{f(a) f(b)}, Vxela, bl

Ejercicio 10.3 Estudiar la convexidad de

B 1
en (0, 00).

Se tiene también que si una funcién f cumple (10.4), entonces f es convexa.
Esto significa que el segmento que une los puntos (u, f(u)), (v, f(v)) siempre esta
por encima de la grafica de la funcién en el intervalo (u, v).

Si—f es convexa, entonces decimos que f es concava.

La propiedad bésica de las funciones convexas es el siguiente resultado.

Teorema 10.1 Sea f : (a,b) — R convexa (o céncava), entonces f es continua en

(a,b).
Para comprobar este resultado consideremos un punto arbitrario fijo x, € (a, b).

Sea a < xy < x < b. Asi, tendremos un esquema como el siguiente

De (10.3) resultaque m;, < m;,, porotra parte, de (10.1) deducimos que m;, < m;,,.

Por lo tanto
f)=f(@) _ ) =f(x) _ f(b)=f(x),

Xo—a xX—Xxy b—x

Multiplicando estas desigualdades por x — x, y sumando f(x;), resulta

PO L@ ) 10y g+ L= T)

fx)+ o b—x,

(x — xg).
Al tomar limites nos queda, lim, |, f(x)= f(xo). De manera andloga podemos veri-
ficar que lim,+,, f(x) = f(x). Porlo tanto f es continua en x,. Por ser x, arbitrario

tenemos la continuidad de f en (a, b).
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10.2. Relacién entre convexidad y diferenciabilidad
Noétese que no podemos cambiar (a, b) por [a, b] en el teorema anterior. Por
ejemplo, consideremos la funcién

1, six=0,

f(x):{ x2, sixe(0,1],

con gréfica

Es claro, de (10.4), que f es convexa pero no es continua, es discontinua en 0.

10.2. Relacion entre convexidad y diferenciabilidad

Al hacer el Ejercicio 10.3 se puede apreciar que verificar convexidad puede ser
un poco complicado, si s6lo se usa la definicién. Veremos que el concepto de deri-
vada es muy ttil para determinar concavidad.

Teorema 10.2 Sea f :(a, b) — R diferenciable en(a, b) y f’ creciente, entonces f es
convexa.

En efecto, sean u, v € (a, b), arbitrarios, con u < v y r € (u, v). Por el Teorema
de Valor Medio aplicado a los intervalos (u, r), (r, v) existen x € (u,r), y € (r,v)

tales que
Fr)—=fw) f)=f(r),
r—u v—r

fl(x)= , fy)=
Puesto que f’ es creciente, entonces f'(x) < f’(y), es decir

f)—fw) _ f)—f(r),

r—u - v—r

De esto deducimos las siguientes equivalencias
(f(r) = flu)v—r)<(f(v)— fFr)r—u),
Fr—fwv—fr)r+ fur < fo)r—fr)r—f@u+ f(r)u,

sumando —f(u)u en ambos lados

fryw—flwv+ fuw)r—fluu< fWr—f@u+ f(ru—flu)u,

factorizando
v(f(r)—f(u)+ fu)(r—u) < f(v)(r—uw)+u(f(r)—f(u)
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10.2. Relacién entre convexidad y diferenciabilidad

(f(r)=flu)v—u) <(r—u)(f(v)—f(u),
nos queda
[ —fw) _ f)—f(w),
r-u ~  v—u
Es decir, la pendiente del segmento que une los puntos (u, f(u)), (r, f(r)) es me-
nor que la pendiente del segmento que une los puntos (u, f(u)), (v, f(v)), como se
aprecia en la figura

De este modo hemos verificado (10.1), por lo tanto f es convexa.

Es claro que si f” es decreciente, entonces f es concava.

Supongamos que f : (a,b) — R cumple que f”(x) = (f'Y(x) > 0, para cada
x € (a, b). De lo discutido en la pagina 116 deducimos que f’ es creciente, por lo
tanto f es convexa. Este hecho se conoce como el criterio de la segunda derivada
para verificar concavidad.

Sea f : (a,b) — R. Un punto x, € (a, b) se llama punto de inflexién de f sila
recta tangente ala grafica de f en el punto (x, f(x,)) cruzala gréfica. En este punto
la gréfica de f cambia de concavidad, como se aprecia en la figura de abajo

céncava

convexa

Xo

De la figura precedente podemos apreciar que si f” existe entonces f”(x) > 0, si
x < xyy f”(x)<0six > xy, puesantes de x, es convexa, y después de x, es concava.
Esto implica que si x se aproxima a x,, entonces f”(x,) = 0. Es decir, si x, es un
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10.2. Relacién entre convexidad y diferenciabilidad

punto de inflexién y f” existe entonces f”(x,) = 0. El reciproco de esta afirmacién
es falso. Por ejemplo, para la funcién f(x)= x*, tenemos que

f’(x)=12x* f"(0)=0,

sin embargo 0 no es punto de inflexidn, ver la figura de abajo

En efecto, f(x)= x* siempre es convexa, no cambia de concavidad.

Al estudiar extremos de una funcién suele ser conveniente usar el siguiente re-
sultado, conocido como criterio de la segunda derivada para extremos locales.

Teorema 10.3 Seaf :(a,b) — R talque f'(x) =0, xo €(a, b). Si f"(x5) >0 (f"(x) <
0), entonces x, es un minimo (mdximo) local.

Para verificar este hecho recordemos que
/ h)— f’ / h
f'(xo+h) f(x0)=]imf(x0+ )
h h—0 h

Si f”(x) > 0, entonces f’(xy+h)y h deben tener el mismo signo. Si & < 0, entonces
f/(xy+ h) <0, es decir f’ es negativa un poco antes de x;, por lo tanto f es decre-
ciente un poco antes de x,. Tendremos algo asi

f"(x0)=lim

(h<0) xp+h %o

Andlogamente, si & > 0, entonces f’(x,+h)> 0. Porlo tanto f es creciente, un poco
después de x,. Estos dos hechos implican que x, es un punto minimo local. El caso
f’(x) <0, se estudia de manera similar.

En el siguiente ejercicio se obtiene un reciproco parcial al resultado anterior.
Es parcial en el sentido de que no se obtienen desigualdades estrictas.
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10.2. Relacién entre convexidad y diferenciabilidad

Ejercicio 10.4 Suponga que f”(x,) existe. Si f tiene un minimo (mdximo) local en
Xy, verificar que f”(x0) =0 (f"(xy) <0).

El caso en el que f'(xy) =0y f”(x,) =0 no implica que x, sea un extremo local.
Por ejemplo, la funcién f(x)= x® cumple que

f'(x)=5x* f’(x)=20x% f/(0)=0=f"(0)=0,

sin embargo 0 no es extremo local como se aprecia en la figura de abajo

Ejemplo 10.1 Encontrar los extremos locales de f(x) = x°> —5x5.
Solucién. Derivamos para encontrar los puntos criticos
f/(x)=5x*—15x% =5x%(x*—3).

De esto vemos que f/(x)=0 solamente en 0y en ++/3.
Derivamos de nuevo
f"(x)=20x%—-30x,

y evaluamos
f70)=0, f"(—v3)=—30v3, f”(¥3)=30V3.

Puesto que f”(—+/3) < 0y f”(+/3) > 0, entonces —3 es un maximo local y v3 es
un minimo local. En 0 el criterio de la segunda derivada no nos da informacién.
En este caso estudiamos el signo de f’(x) = 5x%(x — +/3)(x + +/3) en los intervalos
(—/3,0)y (0, v/3).

Caso x €(—+/3,0): En este caso
—V/3<x<0<vV3=20<x++v3, x—+v3<0,

por lo tanto f” es negativa.
Caso x € (0, +/3): Esto implica

—/3<0<x<V3=20<x++3, x—+3<0,

por ende f” es negativa.
Debido a que f’ no cambia de signo, entonces 0 no es un extremo local. ]
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10.3. Un método para trazar graficas

Ejercicio 10.5 Hallar los puntos criticos de las siguientes funciones y clasificarlos en
puntos de inflexion, minimos o mdximos globales:

1
(a) gx)=x+—

x2’

(@) y(x)=x—$,

(b) f(x)=x2+l, (e) k(x)zxz—l,
X X

2

(@ hx)=(x—17x—=2R () qx)=T

Ejercicio 10.6 Dar condiciones sobre los coeficientes de p(x) = x3+ax*>+bx+c de
manera que el polinomio p tenga sélo una raiz real.

10.3. Un método para trazar graficas

En los siguientes pasos describimos una técnica para trazar gréficas:

(1) Simetria.

(2) Puntos y valores criticos (f'(x;) =0).

(3) Puntos y valores donde f no es diferenciable.

(4) Signo de f entre los intervalos determinados en (2) y (3).

(5) Raices.

(6) Asintotas.

(7) Puntos de inflexién y valor de f en los puntos de inflexiéon (f”(x,) = 0).

(8) Signo de f” en los intervalos determinados por los puntos de inflexion.
A continuacién damos algunos ejemplos de aplicacién del método.
Ejemplo 10.2 Trazar la grdfica de

1
1+ x2

flx)=

Solucién. Trabajaremos los pasos del método.

5= f(x). Por lo tanto, f es simétrica respecto al eje y.

1
1) fl=x)= Trxp

o —2x
(2) f(X)—m

el valor critico es f(0)=1.

. Aligualar f’(x)=0, vemos que 0 es el inico punto critico y

(3) Six €(0,00), entonces f’(x) < 0, porlo tanto f es decreciente. Si x € (—o0,0),
f/(x)>0, f es creciente. Asi 0 es un maximo.
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10.3. Un método para trazar graficas

1
(6) hmx_,oo m =0= llmx_‘_oo m
2(3x%2—-1) . )
7 f(x)= m Aligualar f”(x)=0, tenemos que £1/+/3 son los posibles
x

puntos de inflexién 'y f(£1/v/3)=3/4.

(8) La factorizacién de la segunda derivada de f es

_ 6(x—1/v/3)(x +1/v3)
B (1+x2) ’

f(x) (10.5)

Consideremos los casos:
Si x € (—00,—1/+/3), tenemos

x<—1/V3<1/v/3=x+1/v3<0, x—1/V3<0.
Si x €(—1/+/3,1/4/3), resulta que

—1/vV/3<x<1/V3=>x+1/v/3>0, x—1/V/3<0.
Si x €(1/4/3,00), tenemos

x>1/vV3>-1/V3=>x+1/v/3>0, x—1/v/3>0.
De estoy de que el denominador en (10.5) es positivo se concluye que f”(x) >
0, si x € (—00,—1/+/3)U(1/4/3,00)y que f”(x)<0,si x €(—1/+/3,1/4/3). Es
decir, f es convexa en (—oo,—1/+/3)U(1/+/3, 00) y céncava en (—1/+/3,1/+/3).

Con esta informacién trazamos la grafica de f

f
3
I 4 I
I I
I I
I I
I I
I I
f f
—1/v/3 1/v/3
convexa }—concava—t convexa —m
creciente | decreciente
Notese el cambio de concavidad al nivel de 3/4. ]

Ejemplo 10.3 Trazar la grdfica de f(x)=12+8x%— x*.

Solucién. Seguimos los pasos del método propuesto.

1) f(=x)=12—8x3+x*#12+8x3—x*= f(x), f no es simétrica.
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10.3. Un método para trazar graficas

(2) f(x)=24x%—4x%=4x*6— x). Por lo tanto, 0 y 6 son puntos criticos y los
valores criticos son
f0)=12,  f(6)=444.

(4) Bastaconsiderarlos intervalos (—oo, 6)y (6, c0), pues el factor 4x2 en f’ siem-
pre es positivo. Por lo tanto, f'(x)>0si x €(—00,6)y f’(x) < 0si x €(6,00).
Esto nos permite concluir que 6 es un maximo.

(56) No es facil calcular las raices de f.
(6) No tiene asintotas.

(7) f"(x)=48x—12x? = 12x(4— x). Igualando f”(x) = 0 vemos que 0 y 4 son
posiblemente puntos de inflexién. Ademads f(4) = 268.

(8) Consideremos los casos:
Si x €(—00,0), es claro que x < 0, ademds x < 0 < 4 implica que 4—x > 0. Por
lo tanto f” es negativa en (—oo, 0).
Si x €(0,4), entonces 0 < x y x <4, es decir 4— x > 0. De lo cual deducimos
que f” es positiva en (0, 4).
Si x € (4, 00), entonces x >4 > 0, por lo tanto 4—x < 0. Es decir, f” es negativa
en (4,00).
En particular vemos que 0 y 4 son puntos de inflexién, pues hubo cambio
de concavidad. En resumen, f es céncava en (—oo,0)U (4, 00) y convexa en
(0,4).

Con esta informacién trazamos la grafica de la funcién f

4444

2681

/ 0 4 6 \
<—— céncava ——}—— convexa ——}—— cobncava

creciente i decreciente —

A diferencia del ejemplo anterior, aqui hay varios puntos donde cambia la conca-
vidad de la funcién, ;cuéles son? ]

Ejercicio 10.7 Trazar la grdfica de las siguientes funciones
r?—1

1
(@) fx)=5—— () glt)=——, (c) h(z)=2"—2z—1.
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Capitulo 11

Funcion exponencial y
funciones hiperbdlicas

En este capitulo introduciremos una de las funciones més importantes de las
matematicas, a saber, la funcién exponencial. Lo que haremos serd asumir un re-
sultado de andlisis matemadtico y a partir de éste definir la funcién exponencial. Es-
tudiaremos la rapidez de crecimiento de la funcién exponencial en comparacion
con la rapidez de crecimiento de los polinomios. También introduciremos otras
funciones que se definen en términos de la funcién exponencial, las funciones hi-
perbdlicas.

11.1. Funcion exponencial

En esta seccién trabajaremos asumiendo el siguiente hecho.

Teorema 11.1 Existe una funcion f : R — R diferenciable en R tal que

'=f, flO)=1. (11.1)

La demostracion de este resultado se puede consultar en [1]. Si f(¢) represen-
tase el tamafo de cierta poblaciéon de bacterias, entonces (11.1) significaria que la
poblacién inicia con una bacteria y su tasa de crecimiento (f'(¢)=d f(t)/d t) es di-
rectamente proporcional al tamafio de la poblacién f(¢), al tiempo ¢. Expresiones
como (11.1) se llaman ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales.

En lo que sigue deduciremos varias propiedades de la funcién f. Notemos pri-
mero que

FX)f=x) = —fx)f'(=x))+f'(x)f(=x)
= —f(x)f(=x)+ f(x)f(=x))=0.

Del Ejemplo 9.3 se sigue que existe ¢ € R tal que

f(xX)f(=x)=c, VxeR.
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11.1. Funcién exponencial

En particular

¢ =f(0)f(—0)= f(0)* =1.

Es decir,

F(x)f(=x)

Esto implica que

=1, VxeR. (11.2)

f(x)>0, VxeR. (11.3)

En efecto, si existiese un x;, € R tal que f(x,) < 0, entonces por el Teorema del Valor
Intermedio, aplicado al intervalo con extremos x; y 1, resultaria que existe un x;

tal que f(x;)=0, por lo tanto

fx)f(=x)=0f(—x;)=0.

Lo que contradice (11.2). Esto nos indica que (11.3) debe ser cierta.
Por otra parte, puesto que f’(x)= f(x)> 0, para cada x en R, deducimos que
f es creciente estrictamente, ver la pagina 116.

Proposicion 11.1 A lo mds hay una tinica funcion que cumple (11.1).

Para verificar la unicidad supongamos que hay otra funcién g : R — R que cum-

ple (11.1). Entonces
[(g(x)— fLxDf(=x)

Por lo tanto,

[f(=x)g(x)— f(x)f(=x)
f=x)g'(x)—g(x)f'(—x)
+f(xX)f'(=x)— f(x)f(=x)
f(=x)g(x)—g(x)f(—x)
+f(x)f(=x)— f(x)f(=x)=0.

(gx)—f(x)f(=x)=¢c, VxeR.

Pero

(gM)—=fANf=)=0-1)f(-1)=0=c.

Esto implica que

(gx)—f(x)f(=x)=0, VxeR.

Puesto que f(—x)> 0, entonces

g(x)—f(x)=0, VxeR.

Esto significaque g = f.

Esta tinica funcién se llama funcién exponencial y se denota por

f(x)=e*, opor f(x)=exp(x).

En particular, 1= f(0)=e’y

f(l)=e'=e=2.71828182---

es un ndmero irracional y trascendente (es decir, no es raiz de un polinomio con

coeficientes racionales).
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11.1. Funcién exponencial

Ejemplo 11.1 Verificar que
eV =e*e?, Vx,yeR. (11.4)
Solucidén. Sea y € R arbitrario fijo. Por (11.3) tenemos que e? > 0, entonces la fun-

cién
e flx+y)
ev  fy)’

estd bien definida para cada x € R. Ademas, por la regla de la cadena

glx)=

_fety) _ fle+y)

A R

y cumple también que
o)
)

Es decir, g es solucion de (11.1). Por la unicidad de la funcién exponencial se tiene
que g = f, es decir,

g0)=

eV _flx+y)

=f(x)=e".
ev f) !
Multiplicando la igualdad anterior por e’ obtenemos la igualdad deseada. ]
Ejemplo 11.2 Verificar que
e*>1+x, VxeR. (11.5)

Solucion. Definamos la funcién auxiliar
h(x)=e*—1—x, x€R.

Derivamos h para obtener los puntos criticos, h’(x) = e* — 1. Consideramos la
ecuacion
W(x)=e*—1=0.

De aqui vemos que la tinica solucion, por ser e* creciente, es 0. Derivando h’ nos
queda
h'(x)=e".

Puesto que h”(0)=1> 0, entonces 0 es un punto minimo global. Por lo tanto,
e*—1—x=h(x)=h0)=e’—1—0=0, VxeR.

De esto se obtiene la desigualdad buscada. ]

El ejemplo precedente nos indica que la funcién exponencial crece mas rapi-
do que la funcién identidad. Veremos atin més, el limite (11.6) nos indica que la
funcién exponencial crece més rdpido que cualquier polinomio.
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11.1. Funcién exponencial

Noétese que
1= f(0)= f(x+(—x))= f(x)f(—x).
Por lo tanto f(—x) es el inverso multiplicativo de f(x), es decir,
1 1
= — = (—x) = eix‘

er  f(x)

Ejemplo 11.3 Calcular los limites

(@) lim e*, (b) lim e*.
X—00 X——0Q

Solucién. Sabemos que

lim e* > lim (x +1)= oo.

X—00 X—00

Por otra parte,

lim e*= lim e™* = lim — =0.
X——00 X—00 xX—00 eX
Como se queria comprobar. |
Ejemplo 11.4 Verificar que para cadan €N,
n
lim — =0. (11.6)

x—00 @X

Solucién. Aplicando n-veces la Regla de LHospital nos queda

Cox" . onx"t  nn—1)x"2 . n!
lim — = lim =lim ———=---=lim — =0.
xX—00 eX x—oo  eX X—00 ex xX—00 g X
Noétese que en la tltima iguadad hemos usado el ejercicio anterior. ]

Puesto que f”(x)=e* > 0, entonces e* es convexa. Reuniendo esta informa-
cién podemos trazar la gréfica de e*:

Al trabajar derivadas de la funcién exponencial se hace uso frecuente, y de ma-
nera mecdanica, de la regla de la cadena.
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11.1. Funcién exponencial

Ejemplo 11.5 Calcular la derivada de eV ***'.

Solucién. Consideremos las funciones f(x)=e* y h(x) = (x?+ 1)"/2. Por lo tanto,
eV**1 =(f o h)(x). Aplicando la regla de la cadena resulta

(™) = F(n(x)n'(x),

donde )
fl(x)=e*, h(x)= 5(x2 +1)Y22x.
Por lo tanto

(e\/x2+l)/= M) x(x2 41712 = oV H (2 4 1) 12,

No es necesario realizar el procedimiento anterior. Se puede trabajar asi

(e«/x2+l)’ — e«/x2+1( /x2+1)/
a1 |
e V¥t E(x2 +1)722x.
Con la practica ésta serd la manera usual de derivar funciones donde aparece la
funcién exponencial. ]

Ejemplo 11.6 Trazar la grdfica de la funcién f(x) = e /2!, donde t > 0 es una
constante.

Solucidn. Seguiremos el método de la Seccién 10.3.
(1) f essimétrica, f(—x)=e X /2t = g=2*/2f = f(x),

(2) Derivando, haciendo uso de la regla de la cadena,

2x X x?
M) o220 _ 2 2 _r
fl(x)=e ( 2t) texp( Zt)

De (11.3) deducimos que la tinica solucién de la ecuacién f'(x)=0es 0. Ade-
mas
fO)=e=1.

(4) De (11.3) también vemos que f’(x) > 0six €(—00,0)y f'(x) < 0si x €(0, 00).
Es decir, f es creciente en (—00,0) y decreciente en (0, o). Por lo tanto 0 es
un maximo global.

(6) Puesto que, ver (11.5),

entonces




11.1. Funcién exponencial

De lo cual se sigue que

x? x?
lim exp (——) =0, lim exp (——) =0.
x——00 2t x—00 2t

(7) Calculando la segunda derivada de f,

2
I e
2
= ep(—g—t)%(x—x/?)(x+ﬁ),

vemos que ++/7 son posibles puntos de inflexion.

(8) Esto nos conduce a considerar los siguientes casos.
Caso x € (—oo,—+/F): Esto implica x < —+/f < /1, por lo tanto

x+V1<0, x—+V1<0.

Asi f”(x)> 0, es decir f es convexa en (—o0,—+/1),
Caso x € (—+/t,+/f): Aqui tenemos que

—Vi<x<+vVi=>0<x++vt, x—+1<0.

Lo que implica que f”(x) <0, por ende | es concava en (—+/, v/7).
Caso x € (v/'f,00): En otros simbolos x > v'f > —+/T, lo que produce

x—Vt>0, x+Vr>0.

Por lo tanto, f”(x)> 0, es decir, f es convexa en (v, c0).
De lo anterior se deduce que —v/7 y +/ son puntos de inflexion y

e
f(—«/?)=exp(—( ;/t?) ):exp(—%):f(ﬁ),

Con esta informacién trazamos la grafica de f:

o124

I
I
I
I
|
- Vi

f«— decreciente ———

~—— creciente

«———— convexa I concava } convexa ——
Observe el cambio de concavidad en +/7 y en —v/f.
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11.1. Funcién exponencial

Ejercicio 11.1 Encontrar la segunda derivada de las siguientes funciones

e*

S (D err1/et, (e) (e —e™), (d) Verr+3x, (o) e

(a)

Ejercicio 11.2 Usar derivacién implicita en cada caso:
(a) y°+xe? =3x*—6, (c)e™’ —x*+3y*=11,
(b) xeyz—xey+yex=2, (d) exp(xe? —exp(ye*))=5xy>.

Ejercicio 11.3 Encontrar la recta tangente a la grdfica de y =2x —e™ que sea pa-
ralelaalarectabx —2y =7.

Ejercicio 11.4 Trazar la grdfica de x?e™2*.

Ejercicio 11.5 Calcular los siguientes limites

—1/x? x

e e*—1)senx

. (b) limxe™, (c) limxeY*, (d) Jim (&~ 1senx
x10 x10 x—0 COS X —COS2 X

(@ lin

Ejemplo 11.7 El modelo de Jenss [7] es una férmula para predecir la estatura de
nifios en edad preescolar. Si h es la altura(en cm) y x es la edad (en afios), entonces

1
h(x)=79.041+46.39x — 326170998 = _ < x <.

4

(a) Calcular la altura y la tasa de crecimiento de un nifio tipico de uno, dos y tres
afnios de edad. Compare la altura con la dada en tablas (buscarlas en la web).
(b) sA qué edad es mayor la rapidez de crecimiento?, ;a qué edad es menor?

Solucién. (a) Evaluando % en 1,2y 3 resulta
h(1)=75.771, h(2)=88.242, h(3)=96.885.

En (http://www.cdc.gov/growthcharts/data/spanishpdf95/co061017.pdf) aparece
una tabla de la cual extraemos los siguientes valores

75.7, 87.5, 95.9.

Estos valores son en cm y son aproximados. Una pregunta interesante es qué fun-
cién nos da una grafica como la que aparece en la tabla de la pdgina web. Como
hemos discutido en la introduccion, el modelo de Jenss es adecuado s6lo en una
parte de la tabla (por ejemplo en el intervalo [0,0.25] no debe ser usado).

Para encontrar la tasa de crecimiento del modelo de Jenss derivamos,

dh
- (¥)=6.39+exp(3.261 —0.993x)(0.993).
X
Para un nifio de un aiio la tasa de crecimiento es
dh .
d—(l) =6.39+ exp(3.261 —0.993)(0.993) = 15.98 cm/afio.
X
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11.2. Funciones hiperbélicas

Nétese que, contando sélo con la tabla de la pagina web, no es facil determinar la
tasa de crecimiento. Esta es una de las razones por las que las funciones, y por ende
la derivada, son tutiles.

(b) Derivamos de nuevo

d’h )
W{x) =—exp(3.261—0.993x)(0.993)".

De esto cocluimos que d h(x)/d x es decreciente. Es decir, la tasa de crecimiento
es mayor en 1/4 de afio y su valor mds pequefio es a los 6 afios. ]

11.2. Funciones hiperbdélicas

Una clase especial de funciones que se obtienen de la funcién exponencial son
las funciones hiperbdlicas:

e*—e™*

senh(x) = 5 , seno hiperbdlico de x,
e‘+e™*

cosh(x) = — coseno hiperbélico de x.

De manera anéloga, a las funciones trigonométricas, se definen

h
tanh(x) = et (x)’ tangente hiperbdlica de x,
cosh(x)
coth(x) = cosh(x) cotangente hiperbélica de x
~ senh(x)’ & P ’
sech(x) = cosh(x)’ secante hiperbdlica de x,
1
csch(x) = ———, cosecante hiperbdlica de x.
senh(x)

En los siguientes ejemplos presentamos algunas propiedades de las funciones hi-
perbdlicas.

Ejemplo 11.8 Verificar que
(a) cosh?(x)—senh?(x)=1.
(b) senh(x + y)=senh(x) cosh(y)+ cosh(x) senh(y).

Solucion. Usando las definiciones obtenemos

cosh?(x)—senh?(x) — (ex+e_x)2_(ex—e—x)2

2 2
e2X 420 4 o2x 2% _2p0 4 p72x

= — :]_’

4 4

=)
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11.2. Funciones hiperbélicas

+
2 2

eXtY _oXtY L pXTY _ p=X~Y

4
ex+y + e—x+y — ex—y _e—x—y
4
eX+y _ e—(x+y)
= — = senh(x + y).
Como se queria comprobar. ]

Ejercicio 11.6 Verificar las identidades

(a) sech?(x)+tanh®(x)=1, (b) cosh(x + y)=cosh(x)cosh(y)+ senh(x)senh(y).
Ejemplo 11.9 Trazar la grdfica de senh(x) y cosh(x).

Solucién. Sigamos los pasos de la pagina 129.

(1) Primero notemos que

e *—e* e¥—e™
senh(—x)= =— =—senh(x),
2 2
e 4e Y eXpe¥
cosh(—x)= 5 = 5 = cosh(x).

Es decir, el seno hiperbélico es impar y por lo tanto su gréfica es simétrica con
respecto al origen, y el coseno hiperbdlico es par y su grafica es simétrica con
respecto al eje y.

(2) Calculemos sus derivadas,

ef+e* )' ef—e ¥

ef—e ¥\ efqe X
(senhx)’z( ) 5

5 = 5 (cosh x) =(

Nétese que (senh x) > 0, por lo tanto senh x es creciente estrictamente, en
consecuencia no tiene puntos criticos. Por otra parte

e¥—e™*
2

=0=e*=1.

La tinica solucién de esta ecuacién es 0.

(4) Estudiemos el signo de (cosh x)'.
Caso x €(—00,0): Tenemos que x < 0, por ser e* creciente resulta

e¥<e’=1, —eF<—e"'=-1,

por ende, e* —e™ < 1—1=0. Por lo tanto, cosh x es decreciente en (—o0, 0).
Caso x € (0, 00): De manera anéloga, x > 0,

e*>e'=1, —e*>—-2"=—1.
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11.2. Funciones hiperbélicas

Sumando estas desigualdades, e* —e™ > 1—1 = 0. De esto deducimos que

cosh x es creciente en (0, o0). Por lo tanto 0 es un punto minimo global para
coshxy
elte™
cosh(0)= — = 1.

(6) Estas funciones no tienen asintotas. Sin embargo, para estudiar el compor-
tamiento de las funciones para valores grandes de x usaremos el Ejemplo

11.3
eX _e=X
lim senhx = Ilim
X—00 X—00
1 < X . —X
—(hm e*— Ilim e ):oo,
2 \x—o0 X—00
X _o—X
lim senhx lim
X——00 X——00
1 ‘. X < —X
= —( lim e*— lim e ):—oo.
2 \x——0c0 X——00
Andlogamente
lim coshx =oco= lim coshx.
X—00 X——0Q
(8) Calculemos la segunda derivada,
et —e™* e*+e™*
(senhx)” = — (coshx)” = —

Ahora se invierten los papeles, es decir, (cosh x)” es siempre positiva, por
lo que cosh x es convexa y 0 es un punto de inflexién para senh x, pues en
(—00,0), (senh x)” < 0y en (0,00), (senh x)” > 0, esto significa que senh x es
céncava en (—oo,0) y convexa en (0, 00).

Con esta informacién trazamos la grafica de senh(x) y cosh(x), respectivamente:

«— creclente ——

~— cbncava —— convexa —-

<«— decreciente —f—— creciente ——
convexa

Noétese la diferencia que existe con las funciones trigonométricas sen(x) y cos(x).
Estas tltimas son acotadas y periodicas, y las hiperbélicas no. ]
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11.2. Funciones hiperbélicas

Ejercicio 11.7 Trazar la grdfica de
(a) tanh(x), (b) coth(x), (c) sech(x), (d) csch(x).
Ejercicio 11.8 Hallar la derivada n-ésima de las siguientes funciones

(a) cosh(x), (b) senh(x), (c) g(x)=xe".
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Capitulo 12

Funcion inversa

Supongamos que cada elemento y € R(f) (rango de f) proviene de un tinico
elemento x € D(f), es decir, y = f(x). Entonces tiene sentido definir una nueva
regla de correspondencia, x = g(y), no hay ambiguedad pues x es tinico. En este
capitulo estudiaremos las propiedades de g. Cabe hacer notar que este nuevo mé-
todo de construir funciones resultard muy ttil, en particular nos permitira cons-
truir la funcién logaritmo y las funciones trigonométricas inversas, que veremos
en el siguiente capitulo.

12.1. Definicion de funcion inversa

Sea f:A— R, A=D(f)cR el dominio de f. Recordemos que el conjunto

R(f)={f(x):xeA}CR,

se llama imagen o rango de f.
Decimos que f es inyectiva (o uno a uno)si x, y € A,

fx)=fy)=>x=y. (12.1)

Equivalentemente, si x, y € 4,

x#y=f(x)#f(y),

es decir, puntos distintos tienen valores diferentes.

Noétese que toda funcién estrictamente mondtona es inyectiva. En efecto, sea
f A — R una funcién monoétona creciente estrictamente si x,y € A, x # y, en-
tonces hay dos posibilidades

x<y = fx)<f)
x>y = f(x)>f(y).

En cualquier caso f(x)# f(y). Por otra parte, hay funciones inyectivas que no ne-
cesariamente son mondétonas estrictamente. Por ejemplo, la que se muestra en la
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12.1. Definicién de funcién inversa

siguiente grafica

AN

e

-
Wi

Sin embargo, si aunado a la inyectividad pedimos continuidad entonces obte-
nemos la monotonia (la prueba se puede ver en la pagina 55 de [3)).

Definicién 12.1 Supongamos que f : A — R es inyectiva. Se llama funcion inversa
de f, y se denota por 7', a la funcién f~' : R(f) — A ral que para cada y € R(f)
existe un tinico x € A para el cual f(x)=y. De este modo f~'(y) = x.

Este concepto lo podemos interpretar graficamente asi

Notese que la grafica de f~! se obtiene de la grafica de f por simetria con res-
pecto ala diagonal. La siguiente figura indica cémo es esto
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12.1. Definicién de funcién inversa

Ejercicio 12.1 Hacer la grdfica de la funcion inversade f(x)=(x +2)', x #-2.
Ejemplo 12.1 Sea f(x)=x", con

R si n es impar,
D(f)_{ [0,+00), si n espar.

Encontrar la funcién inversa de f .

Solucién. Nétese que
f(x)=nx""".

Sin esimpar n—1espary f’(x)> 0, para toda x €R. Si n es par, entonces f’(x)> 0,
si x > 0. En cualquier caso f’(x)> 0, si x € D(f). Esto implica que f es una funcién
mondétona creciente estrictamente. Ademaés

R, si n esimpar,
R(f)_{ [0,00), si nespar

Para cada y € R(f) existe un x € D(f) tal que f(x) =y, ver las graficas

Grafica de f(x)=x", cuando
n es par, D(f)=[0, 00)

Gréficade f(x)=x", cuando
n esimpar, D(f)=R

(La justificacion rigurosa de la existencia del x es a través de Teorema del Valor
Intermedio). El nimero x sellamaraiz n-ésimay se denota por 3/y, de este modo,

=y "

Es conveniente enfatizar que f(x)= x" no tiene inversa, cuando 7 es par, pues
lafuncién f no es inyectiva. En efecto, dado el y > 0 hay dos candidatos para elegir
al x, esta falta de unicidad implica la no existencia de f~'.

Noétese que

fFyN=y, VyeR() 12.2)
A fx)=x, YxeD(f) (12.3)

La funcién inversa es la tinica funcién que cumple ambas condiciones.
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12.1. Definicién de funcién inversa

Ejemplo 12.2 Sean f(x)=x*, x €R, g(x)=vX, x 0. Verificar (12.2) y (12.3).
Soluci6n. Vemos que

flg(x)=(xP=x, Vx>0,

gf(x)=vx2=|x|, VxeR.

La composicién g o f no es la identidad, por lo tanto g no es la inversa de f. La
cual, como hemos discutido antes, no tiene inversa. ]

Ejercicio 12.2 (a) Verificar que la composicion de dos funciones inyectivas es inyec-
tiva. (b) Expresar(f og)™! en términosde f~' ydeg™.(c) Si f o g es inyectiva, ses g
inyectiva?

Ejemplo 12.3 Encontrar los intervalos (a, b) tales que

x+1
X)=—7,
J(x) x2+1

es inyectiva.

Solucién. Derivamos f”,

, _1—2x—x2_(x—\/§+1)(—1/§—1—x)'
Fx)= (x2+12 (x241)2

De aqui vemos que debemos considerar el signo de f’ en los siguientes intervalos.
Caso x € (—00,—+/2—1): En este caso

X<—V2-1<+V/2—-1=>x—v/2+1<0, —v/2—1—x>0.

Lo que implica que f’(x)<0.
Caso x € (—/2—1,+/2—1): Esto equivale a

—V2-1<x<V2—1=2x—v2+1<0, —v2—-1—x <0.

Por lo tanto, f'(x)> 0.
Caso x € (v/2—1,00): De aqui deducimos que

—V/2-1<V2—-1<x=>x—+v241>0, —v2—1—x<0.

De esto obtenemos que f/(x) <0.

De esta informacién concluimos que f es estrictamente mondtona en los interva-
los (—00,—+v/2—1], [-v2—1,4/2—1]y[v/2—1,00), por ende, en estos intervalos f
es inyectiva. ]

Ejercicio 12.3 Encontrar los intervalos (a, b) donde son inyectivas las funciones:

44 rx+s

3 a2 _ 1 _x _
(a) f(x)=x"—3x", (b)f(x)_Z—xZ’ (C)f(x)_xZ—l’ (d)f(x)—px+q




12.2. Propiedades de la funcién inversa

12.2. Propiedades de la funcion inversa

Para ciertos casos se puede aplicar el siguiente método para encontrar la fun-
cién inversa:

(1) Verificar que f : A— R es inyectiva.

(2) Despejar de la formula y = f(x) a x. Obteniendo una expresién de la forma

x=f"(y).
(3) Verificar que se cumplen ambas relaciones (12.2)-(12.3).

Evidentemente, el método no funciona si la funcién no es dada por una férmula.
/375
2
Solucién. Notemos que D(f)=[—5/3,00)y que R(f)=[—1, c0).

Ejemplo 12.4 Sea f(x)=

—1. Encontrar f'.

(1) Derivamos f”(x),

po 3
f(x%_qsx+5ﬂﬂ'

Veamos que f’(x) > 0 en (—5/3,00), por lo tanto f es creciente. En conse-
cuencia f es inyectiva (ver la pagina 143).

(2) Hacemos

Vv3x+5
S

y =
y despejamos x
4y +1y-5
X=—-—"7"
3

para obtener f~!(y)=x.

(3) Verificamos (12.2)-(12.3),

\J3(4(y+1)2—5)+5
3

2

B VAa(y +1)2 )
= —5

= |y+1|=y+1, yel-1,00),
((1/3x+5 ) )2
4 —1]+1] —5
2
3

(V3x+5) =5 (3x+5)—5
3 B 3

—1

fU )

1 (fx)

=x, x€[-5/3,00).

147



12.2. Propiedades de la funcién inversa

Recordemos que para que una funcién esté bien definida debemos dar su dominio
y su valor, en este caso [~ (x)=3"1(4(x+1)2—5), xe D(f ") =[-1, o0). N
Enseguida enunciamos las propiedades bdsicas de la funcién inversa.
Teorema 12.1 Sea f :[a, b] — R continua e inyectiva.
(@) ! escontinua.

(b) Sif es mondtona creciente estrictamente, entonces f~' es mondétona creciente
estrictamente.

(c) Sif esdiferenciable en f~(y), con f'(f~'(y))#0, entonces f = es diferencia-

bleen y, ademds
—1y/ _ 1 .
fYW)= 770 (12.4)

Observe que una manera de darse cuenta que (12.4) debe ser la forma correcta
de la derivada de la funcién inversa es usar en (12.2) la regla de la cadena,

YW= o)y =1
Despejando obtenemos (12.4).
Ejemplo 12.5 Sea f(x)= x", n impar. Encontrar (f~'Y.

Solucién. Sea y € R, entonces f es diferenciable en f~!(y) = /7. Puesto que
f/(x)=nx""!, resulta

_ 1 _ 1 1
(A e n?

Donde hemos usado (12.4). ]

1/n)-1

Fw

Mas generalmente, si n € N es impar y m € Z la derivada de la funcién
FE)=x""=(xVmy", xeR,
esta dada por
m (xl/n)m_l (xl/n)/

= gtmm L
n
m/n)—1

f'(x)

m
= —Xx
n

Si procedemos como en el ejemplo previo obtenemos (f ') (y) = (n/m)y /™1,

Ejemplo 12.6 Sea
x3, x>0,

f(x):{ —x%, x<0.

Encontrar (f71Y.
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12.2. Propiedades de la funcién inversa

Solucién. En (—c0,0) y (0, c0) la funcién f es creciente estrictamente, como se
aprecia en su grafica de abajo, por lo tanto f es inyectiva:

3

Ademas, en cada intervalo (—o0, 0), (0, 00) sabemos calcular f~!. Entonces propo-

nemos
3 >
)= { _‘/—f’_ i - gi (12.5)

Verifiquemos que se cumplen (12.2)-(12.3),
_ Y73, >0, , >0,

_(_\/__y)z’ y <0’ —(—J/), y <0! A
4 BERZES x>0, | x, x>0, _
f (f(x))—{ —v/—(=x2), x<0, _{ —|x|, x<0, =X

Una vez que hemos verificado que (12.5) es la funcién inversa deseada, enton-
ces podemos derivarla

1.,-2/3
1y — 1 3V , y>0,
W) { %(_y)fl/z, y <0.
En 0 la funcién f~! no es diferenciable. ]

Ejercicio 12.4 Encontrar la funcién inversade f y h:
(@) fx)=x*—1, x<0,  (¢) h(x)=vx+1, x>—1,
() f(x)=x3+1, (d) h(x)=Vx—1.
Ejercicio 12.5 Hallar(f™'), donde
(@) flx)=x*+1, (b) flx)=(x—1)".
Ejercicio 12.6 Hallar (f'), donde

_x2; xZO)

f(x):{ 1—x3, x<0.

Ejercicio 12.7 Hacer la grdfica de la funcién inversa de f(x) = x + [x] y encontrar
la derivada de la funcion inversa.
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Capitulo 13

Funcion logaritmo y funciones
trigonométricas inversas

Hemos aprendido en el Capitulo 12 cémo construir un nuevo tipo de funcio-
nes: las funciones inversas. Ahora usaremos esta técnica para construir la funcién
inversa de la funcién exponencial y de las funciones trigonométricas.

13.1. Funcion logaritmo

Sabemos de (11.3) que f(x) = e* es estrictamente creciente y continua en R,
entonces el Teorema 12.1 nos asegura que f ' : R(f)=(0, c0) — R existe, es estric-
tamente creciente, es continua y més ain

1 1 1
= = ==, y>0. (13.1)
W= 5=y = o~y Y
En la igualdad anterior hemos usado (12.4) y (11.1). Puesto que f(0) =1, entonces
f71(1) = 0. La funcién f~(y) se denota por In(y) (o por log(y)) y se llama logarit-
mo natural de y. En los siguientes ejemplos se presentan més propiedades de la
funcién logaritmo.

Ejemplo 13.1 Verificar que
In(xy)=Inx+Iny, Vx,y>0. (13.2)
Solucién. Sea y > 0 arbitrario fijo. Consideremos la funcién
g(x)=In(xy)—In(x).
Usando laregla de la cadena y (13.1) obtenemos

'(x)—l 1—0 x>0
g —xy y Pl .

150



13.1. Funcién logaritmo

Esto significa que, ver el Ejemplo 9.3,
glx)=c, Vx>o.
Para determinar la constante ¢ evaluemos en 1
g(1)=In(y)—In(1)=In(y).
Por lo tanto, ¢ =In(y)y asi
In(y)=g(x)=In(xy)—In(x), Vx>0.
De esta igualdad obtenemos lo deseado. |

En particular, si x > 0 tenemos que

0=In(1)=In(xx Y =Inx+Inx?,

esto implica

1

Inx" =—Inx.

Por lo tanto,
x -1 -1
ln(—) = In(xy )=Inx+Iny
= Inx—Iny. (13.3)

De la gréfica de la funcién exponencial podemos trazar la grafica de la funcién lo-
garitmo, ver la pagina 135,

'I
e” 1’ II'
’ Vil
I’ ,"
II "l
Il I,
‘l 'l
| I,
e . Inx
- 7’
————— -
e >
,I
I" 1
,I
I',
'l
En particular observamos que

Iim Inx = o0, limln x =—o0.
X—00 x|0

Mads auin, observamos que In x es concava. En efecto, se tiene que
4 1
(Inx)'=——<0, Vx>0.
x2
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13.1. Funcién logaritmo

Andlogamente a la funcién exponencial, podemos usar la regla de la cadena de
manera “mecdanica”’ para derivar aquellas funciones que involucran a la funcién
logaritmo.

Ejemplo 13.2 Hallar la derivada de
f(x)=In(sen x?).

Solucién. Sea h(x)=Inx, g(x)=sen x2, entonces f(x)=(ho g)(x). Sabemos que
h(x)=—, g'(x)=cosx*2x).

Por lo tanto

f(x) = h(g(x)g'(x)
= h'(senx?)cosx?(2x)

1
= cos x%(2x).
sen x2

Como se queria. ]

Recuerde que no es necesario hacer todos los pasos del Ejemplo 13.2 al aplicar
la regla de la cadena. Se puede derivar de manera “mecdanica’:

1
(In(senx?)) = S(sen x%Y
sen x

1
= cos x2(2x).
sen x2

Ya sabemos que si x > 0, entonces

xm/n — (xl/n)m,
donde x'/" eslaraiz n-ésima de x. Las funciones exponencial y logaritmo son fun-
ciones trascendentes y nos permiten extender el concepto de potencia: Sea a > 0,
entonces

a*=e*™, VYxeR. (13.4)
La definicién anterior inmediatamente implica que
a() — eOlna — eO =1

De la propiedad (11.4) de la funcién exponencial deducimos

a*’ = el

xlogaeyloga:axay’ Vx,yeR.

x+y)loga _ exloga+yloga
e

Puesto que la funcién exponencial es la funcién inversa de la funcién logaritmo,
ver (12.3), deducimos que

ln(a")zln(e“n“):xlna. (13.5)
Como consecuencia de esto y de (13.4) tenemos que

(ax)y zeylna"' zeyxlna =6le, Vx,yER.
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13.1. Funcién logaritmo

Ejemplo 13.3 Sea n € (0, 00). Verificar que

. Inx
lim =0.
x—00 xn

Solucién. Vemos que es una indeterminaciéon del tipo oo /oo, entonces podemos
aplicar la Regla de L'Hospital

Inx x 1

lim = lim = lim =0.
x—o0 xn x—o0 pxn—l x—oco pxn

Esto significa que la funcién logaritmo crece mds lentamente que cualquier poten-
cia. En particular mas lento que cualquier polinomio. ]

Ejercicio 13.1 Hallar la derivada de las siguientes funciones:

x4—1
(a) In(sene®*%), (c) In { T

(b) In(v6x—1(4x +5)%), (d) In(sen(In(sen(ln x)))).

Ejercicio 13.2 Asumiendo que (para su verificacion ver la pdgina 86 de [3])

1 X
lim (1 + —) =e,
X—00 X
calcular los siguientes limites

e—(1+x)/* 1. 1+x
(a) limg, (c) lim —log , (e) lim x'/*,
x—0 X x—0 X 1—x X—00

() lim log(1 + xe?*)

(d) lim (senx)®*,  (f) lim (1+cosx)’**.
X—00 x2 )C—'T(/Z x_q-[/z

A continuacién veremos como usar las propiedades (13.2), (13.3) y (13.5) de la
funcién logaritmo para derivar.

Ejemplo 13.4 Hallar la derivada de la funcion

_ (sen® x cos x? (tg x®)°)7"/2 .
Y (x+3)1/3

Solucién. Aplicamos logaritmo a ambos lados

(sen® x cos x%(tg x8)°)
(x+3)1/3

7/2

Iny=In

Usando las propiedades (13.2), (13.3) y (13.5) obtenemos

Iny = In(sen® xcos x?(tgx®)°)"/2 —In(x +3)'/®
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13.1. Funcién logaritmo

7 1

= Eln(sen3xcosxz(tgxs)g)—gln(x-i—?))
7 1

= E[lnsenSx+lncosx2+ln(tgx8)9]—gln(x+3)
7 1

= E[3lnsenx+1ncosx2+91n(tgx8)]—gln(x+3).

Derivamos implicitamente

1 7 1
-y = = [3- CoS X (—senx?)(2x)+9- -sec? x8(8x7)]
¥y 8 sen x cos x2 tgx8
1 1
3 x+3
Por lo tanto
21 7 1
y’=y[—Cotx——xtgx2+63x7csczx8secx8— ]
8 4 3(x+3)
En este caso, si se desea obtener un valor explicito de la derivada se sustituye el
valor de y, en la igualdad anterior. ]

Ejercicio 13.3 Encuentre y’, usando derivacion implicita,

2
(a) J’ZHH(%)—‘M:—& (b) y*+ x*In(xy)=5x—3.

Ejercicio 13.4 Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de
¥—xlny+y*=2x+5,
en el punto(2,1).

Se dice que los logaritmos (naturales) son de base e y, como sabemos, se cons-
truyen encontrando la funcién inversa de e*. Debido a esto es natural definir el
logaritmo de base a > 0 como la funcién inversa de la funcién a*. Para encontrar
la inversa hacemos

y=a’,
y de esta férmula despejamos x, ver la Seccion 12.2. Tomamos logaritmos en am-
bos lados
Iny=Ina*=xlna,
por lo tanto
In
X = _y’
Ina
En concecuencia, la funcién logaritmo de base a > 0 se define como

y>0.

Iny
1 =— >0.
08V =114 y
En particular, los logaritmos de base 10 son

Iny
logygy =175 V>0
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13.1. Funcién logaritmo

Ejercicio 13.5 Sea a > 0. Derivar la funcion y = x%, x > 0.

Como sabemos, muchas escalas estdn basadas en proporciones numéricas. A
continuacion discutiremos una de ellas.

La escala para medir la intensidad de los terremotos se le conoce como escala
Richter. La intensidad R de un terremoto estd dada por la expresién

E
R=log,, 1
0

donde E es la intensidad del terremoto medido y I, es la intensidad de la unidad
de un terremoto estandar. La intensidad del terremoto es medida por un aparato
conocido como sismdgrafo.

El jueves 19 de septiembre de 1985 temblé con una intensidad de 8.1 grados
Richter en la ciudad de México causando pérdidas millonarias y de 6 a 7 mil muer-
tos. Por otra parte, el 13 de abril de 2012 temblé en Aguascalientes con una inten-
sidad de 3 grados Richter, y apenas se percibid.

Ejemplo 13.5 ;Cudnto mds severo fue el temblor de la ciudad México con respecto
al de Aguascalientes?

Solucién. Por definicion

E E
8.1=10g10( ?ex), 3=log10( I}Aex).
0 0

Esto es equivalente a
8.1 =10g)o(Enex) —10815(Lo), 3 =108;o(Entex) —10814(Lo)-
De lo cual deducimos que
108, o( Entex) — 8.1 =10g;4(1y) =108 ( Ergs) — 3.

Por lo tanto,

E ex
logw( M ):logm(EMex)—logm(EAgs):8.1—3.

EAgs
De esto
Bvex _ 151 _ 125, 892,541,
EAgs
Por ende By, = 125,892.541 E,g, es decir, el temblor de la ciudad de México fue
casi de 126,000 veces superior al de Aguascalientes. ]

Ejercicio 13.6 Siguiendo el método de la Seccién 10.3 trazar la grdfica de

In(x)
flx)= P , x €(0,00).

Hay que poner particular atencion al comportamiento de f cerca de0 y de 0.

Ejercicio 13.7 Encontrar la derivada n-ésima de g(x)= xIn(1+ x), x >—1.
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13.2. Inversa de las funciones trigonométricas

13.2. Inversa de las funciones trigonométricas

En esta seccion estudiaremos la funcién inversa de sen x, las funciones trigo-
nométricas restantes se dejan al lector. Recordemos que la grafica de la funcién
senx es

De ella vemos que la funcién sen x no es inyectiva en todo su dominio, R, por lo
tanto no tiene una inversa en este caso. Sin embargo, si nos restringimos a una par-
te del dominio podemos obtener una funcién inyectiva. Consideremos entonces
la funcion sen x restringida, por ejemplo, a (—n/2,7t/2). En este caso la grafica de
interés es

|
(NIE]
ISIERS S

Bajo estas condiciones la funcién sen x, x € (—n/2,7/2), es inyectiva, estric-
tamente creciente y ademds continua. Por lo tanto, del Teorema 12.1 deducimos
que en este dominio la funcién sen x tiene una inversa estrictamente creciente y
continua. La funcién inversa de sen x se denota por sen™!(y) o bien por arcsen y,
¥ €(—1.1). Recordemos que la gréfica de sen™! y es, ver la pdgina 144,

Por otra parte, puesto que

(senx) =cosx #0, Vxe&(—mn/2,7m/2),
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13.2. Inversa de las funciones trigonométricas
del Teorema 12.1 deducimos que

(sen”! y) =

R e(-—1,1).
cos(sen-!y) y &l )
Usando la identidad (3.3), nos queda

(13.6)

(cos(sen™ y))* +(sen(sen' y))* =1,
por lo tanto,

(cos(sen”" y)’ =1—y?,
es decir,

cos(sen! y)==++/1—y2.
De la figura de abajo se aprecia que cos x > 0, cuando x € (—n/2,7/2):

Cos x

SIE]

IR

Esto implica que debemos descartamos la raiz negativa, quedando

cos(sen”! y)=y/1—y2. (13.7)
Usando esto y (13.6) nos queda
(sen'y) = —=, ye(=1,1).

1—y2

Ejercicio 13.8 Encontrar la derivada de la funcion inversa de cada una de las si-
guientes funciones

(a) cosx, x €(0,m),

(b) tanx, x e(—m/2,1/2).
Ejemplo 13.6 Verificar la identidad

sen~' x =tan™"

, x| <1.
vV1—x2
Solucién. Hagamos y =sen™! x. Por definicion

. seny sen(sen”!x)
an = =
y cosy cos(sen!x)
B X
B 1—x2’
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13.2. Inversa de las funciones trigonométricas

donde hemos usado (13.7). Por lo tanto

sen ' x=y=tan~

(7=
1—x2)

Como se queria verificar.

Ejercicio 13.9 Verificar las identidades

1—x
x =tan~! Tox |x| <1,
x

()1 !
a) —cos
2

(b) 2cos'x=cos'(2x%—1), 0<x<],

x+y
(c) tan'x +tan! y =tan™! =2y x| <1, |yl<1

Ejercicio 13.10 Encontrar las soluciones de las siguientes ecuaciones
(a) cos*x—8cos?x+3=0, xe(0,m),
(b) sen3x+sen’?x=0, xe(—n/3,0),

con la ayuda de una calculadora.

Ejercicio 13.11 Calcular el valor exacto de

(V2 - - -1
(a) cos 1(7) (b) sen”' (-1), (c) tan”'(-1), (d) COS(Sen 1(5))‘
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Capitulo 14

Aplicaciones

Aqui veremos varios problemas de aplicacién del concepto de derivada. Se tra-
tan problemas en los que hay que encontrar un extremo de cierta funcién. Este
tipo de problemas se suelen llamar problemas de “optimizacién”. Cuando se tra-
baja con problemas de optimizacién es conveniente seguir los siguientes pasos:

1: Primero hay que deducir una expresién (o férmula) que involucre las canti-
dades de interés.

2: En dicha expresion, por lo general, hay muchas variables, por lo tanto el se-
gundo paso es encontrar relaciones entre ellas.

3: El tercer paso consiste en obtener una férmula concreta y estudiar las pro-
piedades de la funcién correspondiente.

Encotrar una expresién matemaética (una funcién o una ecuacién) que repre-
sente las caracteristicas esenciales del problema en cuestién y estudiar las propie-
dades de dicha expresion se suele llamar modelacién matematica.

Ejemplo 14.1 La resistencia de una viga rectangular es directamente proporcional
al producto del ancho por el cuadrado de la altura de la seccién transversal. Hallar
las dimensiones de la viga mds resistente que se puede cortar de un tronco de radio
a.

Solucién. Consideremos los pasos mencionados antes.

1: Introduzcamos las variables, x = ancho, y = alto de la viga:

—_—

—_x—
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14. Aplicaciones

La resistencia, R, sera
R=xy? (14.1)

donde notamos que hay dos variables.

2: No es conveniente trabajar con dos incégnitas, x, y. Entonces buscamos una
expresion que relacione estas cantidades. Con éste propésito consideramos

el tridangulo rectangulo
ﬁ Jj
~_ 7

—_x—

Por lo tanto
x*+y?=(2af = y*=(2a)*—x". (14.2)

3: Sustituyendo este valor en (14.1) obtenemos

R(x)=x(4a?—x?%), x>0.

Ahora que hemos encontrado una funcién de una sola variable trabajemos con
ella. Derivamos R,
R'(x)=4a*—-3x?,

e igualamos a cero para ver que 2a/+/3 es el tinico punto critico de R(x), ya que
x > 0. Puesto que
R’(x)=—6x<0, x>0,

entonces del criterio de la segunda derivada para extremos (ver el Teorema 10.3)
se sigue que 2a/+/3 es un méaximo. Por lo tanto,

anchura=

=4
V3

y, usando (14.2),

altura=

Asi obtenemos la dimensién de maxima resistencia. [

En lo que sigue ya no escribiremos de manera explicita cada paso, pero se su-
guiere que el lector los tome en cuenta. Esto le ayudaré a resolver nuevos proble-
mas.

Ejercicio 14.1 Exprese el niimero 5 como suma de tres niimeros tales que la suma
de dos de ellos sea igual a tres veces el tercero y tales que su producto sea mdximo.
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14. Aplicaciones

Ejercicio 14.2 Un trozo de cable de20 cm de largo se corta en dos partes para formar
un cuadrado y un circulo. ;Cémo debe cortarse el cable de manera que la suma del
drea de las dos figuras sea lo mds pequeria posible?

Ejercicio 14.3 Dos postes de 20 m y 28 m de altura, respectivamente, se encuentran
a 30 m de distancia. Dichos postes se han de sujetar desde los extremos superiores
al suelo con un sélo cable. ;Donde se ha de fijar el punto en el suelo para que la
cantidad de cable por emplear sea minima?

Ejemplo 14.2 Entre los cilindros circulares rectos de volumen fijo V, hallar el de
menor superficie (incluyendo la superficie de las caras).

Solucién. Introduzcamos las variables r y &, donde r es el radio de las carasy & es
la altura del cilindro

Recordemos que la superficie de las caras es 712 yla superficie del cilindro es 27t r .
Por lo tanto, la superficie pedida serd

S=2(nr¥)+2nrh. (14.3)

Notamos que hay dos variables, r y k. Pero, sabemos que el volumen del cilin-
dro V, debe ser

V=nr’h,
de donde
\%4
h=——: (14.4)
Tr2
Sustituyamos esto en (14.3),
S(r)=2nr’+=—, r>0

Derivamos S,
, 2V
S(r)y=4nr——.
r2

Igualando S’ a 0 obtenemos que ¥/ V /27 es un punto critico. Calculamos S” para
ver si dicho punto critico es méximo o minimo,

S"(r)=4n+4Vr=, r>0.
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14. Aplicaciones

Ya que S” > 0, entonces ¥/ V /27 es un minimo. Sustituyendo 3/ V /27 en (14.4)

obtenemos
22/3171/3

71/3

174 1/3 4V 1/3
(O ()
21 T

son las dimensiones del cilindro de volumen V que minimizan su superficie. =

Por lo tanto,

Ejemplo 14.3 Encontrar el cilindro circular recto de mdximo volumen que se puede
inscribir en un cono de a cm de alturay b cm de radio en la base, de manera que los
ejes del cilindro y del cono coincidan, ver la figura de abajo

|

a

|

—b—

Solucién. Sean Ky r laalturay el radio del cilindro inscrito. Por lo tanto, el volumen
del cilindro seré
V=nr?h. (14.5)

Hay dos variables, necesitamos que V sélo dependa de una variable para po-
der aplicar las técnicas del Calculo Diferencial. Para esto observamos que podemos
usar la semejanza (ver la Seccién 15.7) entre el tridngulo grande y el tridngulo in-
ferior, por ejemplo:

—_—

—r—
—bh—
Separdndolos nos queda:
| I
l )
) — Fb—rH
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14. Aplicaciones

Por lo tanto, de (15.5) tenemos que la proporcién de sus lados es la misma, es
decir,

a_h
b b-r
De aqui
h=2b-r). (14.6)
b
Sustituyendo este valor en (14.5) nos da
V(r)= %(b —r)r? 0<r<b.

Calculando la derivada de V,

V/(r)="2br—3r)

e igualando a 0, vemos que 2b/3 es un punto critico. Para determinar qué tipo de
extremo es calculamos la segunda derivada de V,

V(r)= a—;:(zb—Gr).

Evaluando en 2b/3 nos queda
2b 2b
V”(—) =ar (2b—6- —) =—2an<0.

3 b 3
Por lo tanto, 2b /3 es un punto maximo. Sustituyendo este valor en (14.6) resulta
a 2b a
h=—|b——|=—
505 )3

De esto vemos que las dimensiones del cilindro con volumen maximo que se puede
inscribir en un cono de radio a son a/3 de alturay 2b/3 de radio. ]

Ejercicio 14.4 Se tiene un cono circular recto, circunscrito en una esfera de radio a.
Halle las dimensiones del cono que hagan mdximo su volumen.

Ejercicio 14.5 Determinar las dimensiones del mayor rectdngulo que se puede ins-
cribir en un semicirculo de radio a, de manera que dos de sus vértices estén sobre el
didmetro, ver la figura

—a—

Ejemplo 14.4 Se desea construir una caja sin tapa con base rectangular a partir de
una hoja rectangular de carton, de a cm de ancho y b cm de largo, recortando un
cuadrado en cada esquina y doblando hacia arriba. Calcular el lado del cuadrado
para que el volumen de la caja sea mdximo.
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Solucién. Sea x el lado del cuadrado que queremos recortar, ver la figura de abajo

FxH XA
T T T T
X I I X
L L4 L4 L
a
T [T r— T
X | | X
L 1 1 L
FxH X

Al recortar el cuadrado de lado x de la hoja de cartén y hacer los dobleces res-
pectivos nos quedard una caja con volumen, V,

V(x)=x(b—2x)a—2x), 0<x<min{a,b}.
Para calcular los extremos de V derivamos
V/(x)=ab—4(a+b)x +12x%

Igualamos V’ a 0 y usamos la férmula general de la ecuacién de segundo grado
para deducir que

4a+Db)x+/42(a+b)2—4-12-ab _a+b+va2—ab+b?
212 B 6

son los posibles valores criticos. (Recuerde que a>—ab + b? > 0, ver la pdgina 176.)
Calculemos la segunda derivada de V,

V’(x)=—4(a+ b)+24x.

Evaluamos
,a+bxvaz—ab+ b2 a+bxvat—ab+ b2
1% s = —4(a+b)+24 s

= *4va2—ab+ b2.

De esto es inmediato que el volumen es maximo en
a+b—+va2—ab+ b2
5 .

Es decir, este es el valor de x que se debe de cortar la hoja de cartén. ]

Ejercicio 14.6 La mancha de impresion de una pdgina ha de ser de 81 centimetros
cuadrados. Los mdrgenes superior e inferior son de 3 centimetros cada uno, mientras
que los mdrgenes laterales son de 2 centimetros cada uno. Hallar las dimensiones
mds econémicas dado que el precio de una pdgina es directamente proporcional al
perimetro de la misma.
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Ejemplo 14.5 Un cohete que se tiene emplazado al pie de una colina cuya pendiente
es de1/5 se dispara hacia la loma y sigue una trayectoria dada por

y =—0.016x%+1.6x.
(a) sCudl es la pendiente de la trayectoria del cohete en el momento del disparo?
(b) ;Cudl es la pendiente de la trayectoria cuando choca contra la colina?
(¢) sCudl es la altura mdxima del cohete “sobre el suelo”?

Solucién. Calculemos la derivada de y, y’ = —0.032x + 1.6. Por lo tanto, la solu-
cion de (a) es y’(0) = 1.6. Para responder el inciso (b) necesitamos encontrar el
momento en el que el cohete choca con la colina. Asi, buscaremos el valor de x tal
que y(x)=z(x), donde z(x)= éx. Ver la figura de abajo

F S

Es decir,
1
—0.016x%+1.6x= $x= 0.016x%—1.4x=0.

Hay dos posibilidades, 0 y 87.5. Nétese que 0 es un valor que evidentemente se
tendria que encontrar (pues por hipétesis el cohete se dispara del origen de coor-
denadas). Por lo tanto, la pendiente en el momento de la colisién es y’(87.5) = 4.4.

Puesto que el suelo en la colina estd determinado por la funcién z, entonces
para responder el inciso (c¢) consideramos la funcién

d(x)=y(x)—=z(x), x>0.

De este modo, la funcién d representala distancia del suelo de la colina al proyectil,
como se muestra en la figura de abajo

Z(xX)p-=-AS=====
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Derivamos la funcién distancia d,
d’(x)=—0.032x +1.4.
Por lo tanto, 0.032/1.4 es un punto critico. Calculamos la segunda derivada de d,
d”(x)=-0.032.

Puesto que d” < 0, entonces 0.032/1.4 ~ 0.02285 es un maximo y la altura (o valor)
maximo es d(0.02285) ~ 0.032. [ ]

Ejercicio 14.7 Encuentre el punto de la pardbola 4y = x?* que esté mds préximo al
punto (0,4).

Ejemplo 14.6 Una agencia de viajes calcula que para vender x “paquetes vacacio-
nales” el precio del paquete debe ser de 1,800 —2x pesos, 1 < x < 500. El costo para
la agencia de x paquetes es de 100+ x +0.01x2. Encuentre:

(a) La funcién de ingreso.

(b) La funcion de ganancia.

(c) Elnumero de paquetes que proporcionen la mdxima ganancia.
(d) La ganancia mdxima.

Solucién. Para el inciso (a) tenemos que el ingreso serd el precio del paquete por
el nlimero de paquetes vendidos

I(x)=(1,800—2x)x.

Por otra parte, para el inciso (b) sabemos que la ganancia es el ingreso menos
el costo,

G(x)=(1,800—2x)x —(1,000+ x +0.01x%), 1< x <500.

Derivamos G,
G'(x)=1,799—4.02x.

Por lo tanto, x =447.51 es un punto critico para G. Puesto que
G"(x)=—-4.02<0,

entonces 447.51 es un méximo. Por ende, el nlimero de paquetes que proporcionan
una ganancia méaxima es 448 paquetes, lo que responde al inciso (c).

Finalmente, para responder el inciso (d), evaluamos G en 448, asi la ganancia
maéxima es G(448) =401,540. Notese que la ganancia en 500 paquetes es G(500) =
396, 000. ]

Ejercicio 14.8 Hallar el volumen mdximo de un cilindro cuya superficie total (se
incluyen las tapas) es iguala S.
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Ejemplo 14.7 La virulencia de cierta bacteria se mide en escala de 0 a 50 unidades
y viene expresada por la funcion

V(t)=40+15t—9t>+ 3, t>0,

donde t es el tiempo (en horas) transcurrido desde que comenzo el estudio (t = 0).
Indicar los instantes de mdxima y minima virulencia en las primeras 6 horas y los
intervalos en que ésta crece y decrece.

Solucion. Derivamos V,
V/(t)=15—181 +3t2=3(5—61 + t2)=3(t —1)(r —5). (14.7)

Por lo tanto, 1 y 5 son puntos criticos. Derivamos de nuevo la funciéon V, V”(t) =
—18+6¢. Evaluamos

V’(1)=-12<0, V”’(5)=12>0,

para concluir que 1 es un punto maximo y 5 es un punto minimo.
Consideramos los siguientes casos:
Caso t €(0,1): Es decir

0<t<1<b=>1r—-1<0, t—5<0.

Por lo tanto V' > 0, ver (14.7). En este caso V es creciente.
Caso t €(1,5): Aqui tenemos que

1<t<5=>1t—-1>0, t—5<0.

Lo que implica que V’ <0, por ende V es decreciente.
Caso t €(5,6): Esto es equivalente a

1<5<t<6=>1t—-1>0, t—5>0.

De (14.7) deducimos que V’ > 0. Entonces V es creciente. ]

La informacién del Ejemplo 14.7 la podemos interpretar diciendo que al inicio
(es decir, en (0,1)) el medicamento estd actuando lentamente, después (en (1,5))
estd matando las bacterias, pero luego (en (5,6)) pierde su fuerza y las bacterias
comienzan a crecer. La gréfica de V ayuda a entender esta interpretacion:

40

R .

|2, B S
[=2]

La moraleja es que hay que ser puntuales al tomar las medicinas.
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Ejemplo 14.8 Se va a construir un vaso de papel en forma de cono circular recto
quitando un sector circular a una hoja de papel con forma de circulo y radio a, y
uniendo después las dos orillas rectas del papel restantes. Calcular el volumen del
vaso mds grande que se puede construir, ver la figura

A

Solucién. Sea 8 el dangulo (en radianes) del sector que queremos quitar. Al quitarlo
se formard un vaso con la forma

4
\

J

El volumen del vaso sera )
V= §mzh. (14.8)

Debemos hacer que V dependa de una sola variable. Para esto notamos que

a?=n*+r?> = r’=a*-h> (14.9)

Sustituyendo r2 en (14.8) nos queda
1 2_ 2
V= gnh(a —h~).

Derivamos V,
b
V'(h)= §(aHz—shz).

Igualando V' a 0 vemos que a/+/3 es un punto critico. Derivando V de nuevo, re-
sulta que V”(h)=—6h <0, por lo tanto a/+/3 es un punto méximo. De esta mane-
ra, de (14.9) deducimos que cuando r es \/mg se obtiene el volumen maximo del
vaso. Para encontrar la dependencia entre r y # notamos que el perimetro P de la
boca del cono es P =27 r y esta longitud resulté al quitar el sector de dngulo 0, es
decir P = a(2m—0). Por lo tanto

2n(a—r)

2nr=a(2n—0) = 0 P
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De este modo, el angulo

2
0=2r (1 — \ —)
3
nos da el maximo volumen del cono (vaso). ]

Referente al ejercicio anterior, resulta interesante notar que para todos los co-
nos se les debe cortar el mismo angulo. Es decir, no depende del radio del circulo.

Ejemplo 14.9 Dos pasillos de anchuras a y b, respectivamente, se encuentran for-
mando un dngulo recto. ;Qué longitud mdxima puede tener una escalera de mano
para poder pasar horizontalmente de uno a otro pasillo?

Solucién. Sean x, y como se indica en la figura

4

Notese que la longitud méxima de la escalera que se puede pasar horizontalmente
de un pasillo a otro esla minima distancia que puede tener el segmento de longitud
L=L,+L,,

L=+va2+y2++ x2+b2. (14.10)

Hay dos variables, debido a esto consideramos los siguientes tridngulos rectan-
gulos semejantes

L
1 y L2 b
a X
Por lo tanto, de la relacién (15.5), se sigue que
a x N ab
—_ = X=—-"
y b y
Sustituyendo x en (14.10) nos queda
ab?
Lly) = az+y2+ (7) + b2
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b
= (14‘;)\/(124‘}/2.
Derivamos L,

L'(y)

~ b
(a®+y?) 12 [y +b— ﬁ(a2 + yz)]

2
2, o124 b
(@™ +y7) (y ) ) (14.11)

Igualando L’ a 0 vemos que (a?b)'/? es un punto critico. Consideramos los siguien-
tes casos.
Caso s € (0,(a®b)"/3): Esto implica

0<s<(a’h)?® = o0<s’<a®b
a’b a?
= §<—— = s——— <0.
s2 s2

De (14.11) se sigue que L'(s) < 0, cuando s estd un poco antes de (a®b)"/°.
Caso s €((a%b)'/3, 00): Ahora
2
a-b
s>@n'? = $*>a’b > s> -
s
a’b
= s———>0.
N4

Por lo tanto L'(s) >0, después de (a®b)'/3.
De estos dos casos podemos deducir que (a®b)'/® es un punto minimo para L
(ver el Teorema 9.3). Por ende,

L((ﬂzb)l/S) — (a2/3 + b2/3)3/2
es la longitud méxima de la escalera que se puede pasar por los pasillos. ]

Ejercicio 14.9 Se necesita una linea de potencia para conectar una estacion eléctri-
ca situada en la orilla de un rio con una isla que estd 4 km rio abajoy al km de la
orilla. Hallar el costo minimo para la linea, si un cable subfluvial cuesta 5 mil pesos
el metro, mientras que un cable subterrdneo cuesta 3 mil pesos el metro.

Ejercicio 14.10 Un mayorista vende cierto articulo en 20 pesos la pieza si le piden
menos de 50 piezas. Si le piden mds de 50 piezas (hasta 600 piezas), el precio por
pieza se reduce en 0.02 multiplicados por el volumen del pedido. ;Cual es el pedido
que le produce el mayor ingreso a el mayorista?

Ejercicio 14.11 Una carretera que va de norte a sur y otra que va de este a oeste se
cruzan en un punto P. Un vehiculo que viaja hacia el este a 20 km/h, pasa por P
a las 10 : 00 A.M. En ese mismo momento un automovil que viaja hacia el sur a
50 km/h se encuentra a 2 km al norte de P. Calcular cudndo se encuentran los dos
vehiculos mds cerca uno del otro y cudl es la distancia minima entre ellos.

170



14. Aplicaciones

Ejercicio 14.12 Un hombre que navega en una barca de remos a 2 km del punto
mds cercano de una costa recta, desea llegar a su casa, la cual estd en la citada costa
a6 km de dicho punto. El hombre puede remar a razon de3 km/hy caminar a razén
de5 km/h. ;Qué debe hacer para llegar a su casa en el menor tiempo posible?

Ejercicio 14.13 La cantidad de agua recogida en 2013 (en millones de litros) en cier-
ta presa, como funcion del tiempo t (en meses), viene dada por la expresién

10
V(t)=—>—, 0<t<12.
(t—6)2+1

(a) ;En qué periodo (en meses) aumenté la cantidad de agua recogida?
(b) ;En qué instante (mes) se obtuvo la cantidad mdxima de agua en la presa?

(¢) sCudl es la mdxima cantidad de agua?
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Apéndice: Preliminares

En general, asumimos como ya conocidos los conceptos elementales de con-
juntos, de algebra y de trigonometria; sin embargo, en el presente apéndice fija-
remos alguna notacién y recordaremos ciertos hechos que es conveniente tener
presentes en el desarrollo del texto. No nos proponemos ser exahustivos en esta
parte.

15.1. Conjuntos

Sea X un conjunto, es decir X es una coleccién de objetos tales que dado un
elemento se puede decidir si éste pertenece o no a dicha coleccién. Escribimos
x € X, para indicar que x es un elemento de X, también se suele decir que x esta
en X (o x pertenece a X). Si x no estd en X, escribimos x ¢ X. El conjunto que no
tiene elementos se llama conjunto vacio y se denota por ).

Dados dos conjuntos X, Y podemos formar otros nuevos conjuntos:
» Launiénde X conY,

XUY={x:xeXoxeY}.

s Lainterseccibonde X con Y,
XnY={x:xeXyxeVY}.
» La diferencia de X conrespectoa Y,
X\Y={x:xeXyx¢VY}.
Por otra parte, decimos que X es un subconjunto de Y, escrito X C Y, si cada
elemento de X estd en Y, también se dice que X estd contenido en Y. Por ejemplo,

XNYcX, Xnycy,
XcXUY, YcXUY,

ademas
Y\XcY.

En este texto por lo general X, Y serdn subconjuntos de los ntimeros reales,
Y, X CcR.
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15.2. Orden en los numeros reales

En los ndmeros reales, R, se define una suma y un producto, con estas opera-
ciones los nameros reales son un campo (ver por ejemplo [9]). Mds ain, hay un
orden total, <. Recordemos que el simbolo x < y significa que y —x = 0, o bien
que y — x es un nimero positivo.

Larelacién de orden en R nos permite definir algunos ejemplos bésicos de con-
juntos, a saber los intervalos:

» Intervalos abiertos, (a,b)={x€R:a < x < b},

Ja hY
ky 7

a b

» Intervalos cerrados, [a,b]={x€R:a < x < b},

L h|
3 ]

a b
Representaciones andlogas tienen los siguientes conjuntos.

= Intervalos semi-abiertos (o semi-cerrados), (a, b]={x €R:a < x < b}, [a, D)
={xeR:a<x<b}

= Rayos abiertos, (—00,a)={xeR:x <a}, (a,00)={x€R: x> a}.
= Rayos cerrados, (—oo,al={x€R:x <a}, [a,00)={xeR:x>a}.

Larelacién de orden total tiene, entre otras, las siguientes propiedades. Supon-
gamos que a < b.

» SiceR,entoncesatc<b=xc.
= Sic>0,entoncesac < bc.
= Sic<0,entoncesac>bc.
Una aplicacidon sencilla de estas dos tltimas propiedades es:

Ejemplo 15.1 El cuadrado de todo niimero real es un niimero no negativo, es decir,
es positivo o cero.

Solucién. Dado a € R tenemos dos posibilidades,
(i) sia>0,entoncesa-a>0-a=0,
(ii) sia<0,entoncesa-a>0-a=0.
En cualquier caso resulta que a? > 0. ]
Otro hecho, de uso frecuente, es lo siguiente
siab >0, entonces (a>0y b>0) obien (a<0y b<0), (15.1)
por otra parte

siab <0, entonces (a>0y b<0) obien (a<0y b>0).
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Ejercicio 15.1 Verificar que si a > 0, entonces 1/a > 0. Andlogamente, si a < 0,
entonces1/a <0.

Ejercicio 15.2 Sea a € R tal que 0 < a < ¢, para cada € > 0. ;Acaso puede ser a
distinto de0?

Ejemplo 15.2 Sean X =[—1,5), Y =[0,6), Z =(—00,0). Encontrar X\Y, Y\X, XU
Y, XNnY, XUZ, Y\Z, XNnYNZ.

Solucién. En ocasiones ayuda hacer una representacion grafica de cada conjunto:

|

T
X

|

T

| S N 9

ol oo 4
~
=2}

Z

Para encontrar X N Y trazamos lineas verticales y aquellos puntos que se corten
dos veces forman la interseccion:

s i o
[CIE SRS N

1
0
t
0

RYSLOE EFIO S
o A

L L, L,

Por ejemplo, notemos que 0y 3 estdn en la interseccién pues son intersectados dos
veces por las lineas L, y L,, respectivamente. El punto 5 no estd en la interseccién
debido a que la linea L; toca s6lo una vez a 5, pues 5 ¢ [—1,5). Asi [—1,5)N[0,6) =
[0,5). Andlogamente tenemos que

[1,5)N[0,6)N (—00,0) = .

Recuerde que por ) indicamos al conjunto vacio, es decir, estos conjuntos no tienen
elementos en comun.

Por otra parte, para encontrar X U Y trazamos lineas verticales y la unién de X
con Y serd aquellos puntos de X o Y que fueron intersectados al menos una vez:

L L . L L ) 1
|3 T T 1 T T T T
=1 0 1 2 3 4 5 6 7
. L L I L L L b
T 1 1 T 1 T 7
f0 1 2 3 4 5 6 7
L L, Ly

Por ejemplo, —1 y 2 estdn en la unién pues L, tocaunaveza—1y L, toca dos veces
a 2. Sin embargo, 6 no estd en la unién pues L3 no lo toca debido a que 6 ¢ [0, 6).
Asi[—1,5)U[0,6)=[—1,6). Procediendo de la misma manera vemos que

[—1,5)U[0,6)=[—1,6)U(—00,0) =(—00,6).
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Para calcular X\ Y trazamos una linea vertical en cada punto de X, dicho punto
estard en X \Y sino intersectaa Y:

—?1

—_— -

1
2
;
2

oo
w4 w4
ol 4 O1 =
o X o+

Ll L, Ls

Por ejemplo, —1 estd en [—1,5)\[0, 6), puesto que L; lo intersecta s6lo una vez. Pero
los puntos 0 y 2 no estdn en [—1,5)\[0, 6), puesto que las lineas verticales, L, y L3,
los intersectan dos veces, respectivamente. ]

Ejercicio 15.3 Verificar que

(a,b)N(c,d)=(max{a,c},min{b,d}),
[a,b]U[c,d]=[min{a, c},max{b,d}].

15.3. Radicacion

Sea n un entero positivo y b un niimero real. Decimos que un niimero real a
es unaraiz n-ésima de b si

a"=bh.
El ntimero a se denota por Vb, sia >0,y por—*%b sia <0.
Ejemplo 15.3 Sin =4y b =16, entonces 2 y—2 son raices cuartas de 16.
Solucioén. En efecto,
(2)t=2.2.2.2=16 y (=2)"=(=2)-(—2)-(—2)-(—2)=16.
Asi tenemos que
Vi6=2 y —Vie=-2.
Como se queria. ]
Ejemplo 15.4 Sin =3 yb =—-27, entonces—3 es una raiz ciibica de —27.
Solucién. Puesto que (—3)° = (—3)-(—3)-(—3) =—27, entonces ¥—27 =—3. [ ]
Notese que todo ntimero real negativo no tiene raices n-ésimas pares, la razén
es que toda potencia par produce un nimero no negativo (ver el Ejemplo 15.1).
Ejemplo 15.5 Sin =2y b =—4, entonces no existe un ntimero real a tal que
a*=—4.
Por lo tanto, la expresion ¥ —4 no representa a un niimero real.

Ejercicio 15.4 Encontrar el error en el siguiente argumento:

1= (_1)1/1 — (_1)2/2 — ((_1)2)1/2 _ (1)1/2 =1.
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15.4. Factorizacion de un trinomio cuadrado
Una expresiéon de la forma
ax*+bx+c (15.2)

se llama trinomio de segundo grado y frecuentemente se requiere expresar como
producto de factores; a este proceso se le conoce como factorizacién.
Por otra parte, una ecuaciéon de segundo grado, en la variable x, es una expre-
sién de la forma
ax’+bx+c=0, (15.3)

donde a #0, b, ¢ son constantes. Sea f(x)=ax*+bx+c, x €R.Unntimero r €R
se llama raiz real de f si f(r)=0. Las raices o soluciones de (15.3) estan dadas por
la férmula general de segundo grado, es decir,

—b—+vb2—4ac —b++vb2—4ac
n=———m—— ™, p=——-:
2a 2a

Elntmero A = b>—4ac se llama discriminante y (15.3) no tiene raices reales si A <
0. Si A > 0, entonces podemos usar las raices de (15.3) para factorizar el trinomio
(15.2) asi

ax’*+bx+c=alx—n)(x—r).

Ejercicio 15.5 Factorizar los trinomios donde sea posible (ver el Ejercicio 2.2):
(@) 21x*—10x+13, (b) 6x*—7x+2, (c) x*—=2x%*+1, (d) 4x*—13x—12.

Ejercicio 15.6 Si una ecuacién de la forma (15.3) tiene una raiz real 1y, justificar
por qué también tiene otra raiz real. Mds atin, dar la otra raiz en términos de r;.

15.5. Productos notables

Hay algunos productos de nimeros reales que ocurren frecuentemente y es
conveniente recordar su desarrollo. Sean a, b €R.

= Factorizaciones précticas:

a’*—b? = (a—b)a+b), diferenciade cuadrados,
a*—b® = (a—Db)a*+ab+Db?.

= Binomio de Newton:

(a+b)? = a’+2ab+b?

(a—b)? = a’—2ab+b?

(a+b)? = a®+3a’b+3ab?+b3,
(a—b)?® = a®*-3a’b+3ab*-b3, -
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A continuacién damos un ejemplo donde se usa la diferencia de cuadrados y
las propiedades de las desigualdades.
Ejemplo 15.6 Determinar A={x €R: x* > 16} en términos de intervalos.
Solucién. Usando diferencia de cuadrados escribimos

x*>16 & x*—16>0,
= (x2—4)(x2+4)>0.

Puesto que x?+ 4 siempre es positivo tenemos que
*>l6(x—2)(x+2)=x*—4>0.
Usando la propiedad (15.1) nos queda

(x—2)(x+2)>0 & (x—2>0, x+2>0)obien(x—2<0, x+2<0)
& (x=22, x>—-2)obien(x <2, x <-2).

Lo anterior lo podemos expresar asi

(x=2)(x+2)>0 & x€[2,00)N[—2,00)0 x €(—00,2]N(—00,—2]
& x€[2,00)0 x €(—00,—2]
& x€[2,00)U(—00,—2].

Por lo tanto, {x eR:x*> 16}:(—00,—2]U[2,oo). [

Ejercicio 15.7 (a) Expresar el conjunto A= {x €R:2x*+4x +1>0}, en términos
de intervalos.
(b) Resolver la desigualdad (x +2)/(1—x) < 1, (x #1).

15.6. Area de un sector

Sea A el drea determinada por un arco en el circulo unitario de longitud s y el
segmento de recta que va de (0,0) a P, como se indica en la figura de abajo

Notese que la longitud del segmento s y el drea inducida por éste varian en
la misma proporcién. Por ejemplo, si la longitud del segmento es la mitad de la
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longitud de la circunferencia unitaria, es decir 7, entonces el drea inducida serd
la mitad del drea del circulo unitario, es decir 7/2. En general se tiene el siguiente
hecho:

Proporcién de la longitud del arco s,
con respecto al perimetro del circulo unitario

_ | Proporcién del drea determinada por el arco s,
~ | conrespecto al drea del circulo unitario.

En simbolos
s A(s)

27 T
Asi, el drea determinada por un arco de longitud s, en el circulo unitario, es

Als)= % (15.4)

15.7. Proporciones en tridngulos rectangulos semejan-
tes

Los tridngulos semejantes son figuras geométricas como éstas

Ab

a

A

Es decir, dos tridngulos son semejantes si uno de ellos es un alargamiento, propor-
cional, del otro. Proporcional significa que cada parte del tridngulo se estira en la
misma proporcion.

Consideremos la siguiente figura

R

En ella se puede apreciar inscrito, en la parte inferior izquierda, un tridngulo de
base a y altura b. Por otra parte, se forman dos tridngulos grandes de igual édrea,
uno inferior de linea continua y otro superior de linea punteada. Ademds note que
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en cada uno de ellos hay inscritos dos tridngulos y un rectdngulo. Los respectivos
tridngulos tienen la misma area, por ende el drea del rectangulo inscrito en el tridn-
gulo superior es lamisma que el drea del rectdngulo inscrito en el tridngulo inferior.
Es decir,

(B—b)a=(A—a)b,

en consecuencia, Ba = Ab, lo que equivale a

b_B 15.5

Este es el significado preciso de que el tridngulo grande es un alargamiento pro-
porcional del pequefio. En efecto, significa que el crecimiento de los lados Ay B
fue en la misma proporcién, por eso la igualdad.

15.8. Foérmula para la suma de dngulos del seno y del
coseno

Con la finalidad de obtener la férmula para la suma de angulos del seno y del
coseno consideramos la siguiente figura

donde suponemos que la distancia del segmento OP es 1. El segmento OQ es tal
que OQP es un tridngulo rectdngulo, por lo tanto

QP =senf;, OQ=cospf.
Andlogamente, del tridngulo rectdngulo O AQ deducimos que

o AQ  AQ o OA OA
seng=—= , Cosa=——= .
0OQ cosf 0OQ cosf

(15.6)

Por otra parte, n6tese que los dngulos sefialados con linea doble son de la mis-
ma magnitud, y debido a que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo
suman 180°, entonces ? debe ser a. De esto concluimos que




15. Apéndice

Usando estas expresiones y (15.6) se sigue que

sen(ec+pB) = BP=BR+RP=AQ+RP
= senacosf +cosasenf,
cos(a+f3) = OB=0OA—BA=0A—-RQ

cosacosff —senasenfi.

Obteniéndo asi las expresiones deseadas.
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Soluciones a ejercicios
seleccionados

La mejor manera de aprender matematicas es haciendo matematicas. Se reco-
mienda no ver la solucién hasta después de un buen tiempo de haber intentado
resolver el ejercicio.

Capitulo 2

Ejercicio 2.1: (a) No es funcién, hay diferentes personas con el mismo nombre.
(b) Si es funcién, si dos personan tienen la misma CURP ésta se cambia para que
sean distintas.

Ejercicio 2.5: (a) —2. (b) —2. (c) 2h"—16h5+56h°—112h*+135h3—92h2+27h+2.
(d) 2h7 +16h8 +56h° +112h* +135h3 +92h% +27h —2.

Ejercicio 2.6: (a) Impar. (b) Impar. (c) Par. (d) Impar. (e) Nada. (f) Par.

Ejercicio 2.8: (a) D(f)=R, R(f)=U,z[2n,2n+1), f esinyectiva y no es sobre
pues no hay x € R tal que f(x)=1.5. (b) D(h)=[0,00)\{1}, R(h) =[1,00)\{2}, h
es inyectiva y no es sobre, pues no hay un x € R tal que h(x) = 2. (c) D(g) = R,
R(g)=10,1), no es inyectiva y no es sobre. (d) D(k) =[0,00), R(k) =[—1,00), k es
inyectiva y no es sobre (en R).

Ejercicio 2.11: Usar que f(x)=x3+9x?+27x +25=(x +3)—2.

Ejercicio 2.13: (a) |ab| = v/(ab)2 = va2b2=vazvb2=|a||b|. (b) ab < |ab| =
2ab <2|lab|= a’+ b*+2ab < a?+b*+2lab|=|al*+|b]*+2|al|b| = (a+ b)* <
(lal +|b|)?. Extrayendo raiz cuadrada se obtiene el resultado. (c) Por casos: (i) a >
0=>—jal=—a<0<a=lal,{)a<0=>—a|l=—(—a)=a <0< —a =|al. (e)
Supongamos que |a| < ¢ = a < |a| < ¢ y—c < —|a| £ a, de esto se sigue lo deseado.
Supongamos ahora que —c¢ < a < ¢. Porcasos: () a > 0= |a|=a < c, (i) a <
0= |a]| =—a < c. (d) Observamos que |b|=|b—a+a| < |b—al|+|a|=|—1)(a—
b)|+l|a|l =|—1|la—b|+|a| = |a— b|+|a| = —|a — b| < |a|—|b|. Por otra parte
la|=la—b+b|<|a—b|+|b|=|a|—|b| < |a—b|, la conclusién se sigue del inciso

(e).
Capitulo 3

Ejercicio 3.1: (a) D(f + g) = R\{0}, (f + g)(x) = 2x — ﬁ, D(f —g) = R\{0},
(f—8)x)=—2, D(fg)=R\{0}, (fg)(x)=x*— 51z — 3, D(f/8) =R\{0}, (f/8)(x) =

2x2-2
2x2+1°
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(b) D(f +g)=R\{0}, (f +8)(x)=x+%, D(f —g) =R\{0}, (f —g)(x)=x—1,
D(fg)=R\{0}, (fg)(x)=1, D(f/g)=R\{0}, (f/g)(x)= x*.

(© D(f +8) =R\(=2,2), (f +g)(x) =5x—1+vx2—4, D(f —g) = R\(-2,2),
(f—8)x)=5x—1-vx2—4,D(fg)=R\(-2,2),(fg)(x)=(5x—1)vVx2—4,D(f/g) =
R\[-2,2], (f/8)(x)= =

@ D(f+8) =R, (f +g)x) = 7x* + x*+7x +1, D(f —g) = R, (f — g)(x) =
—7x*+3x3—x+1,D(fg)=R, (fg)(x)=14x"—2x5+21x°+12x*— x3+12x% +4x,
D(f/g)=R\{0,—0.78484}, (f /8)(x) = 3225

Ejercicio 3.2: (a) No es polinomio. (b) Es polinomio de grado 3. (c) No es poli-
nomio. (d) Es polinomio de grado 2.

Ejercicio 3.4: (a) No. (b) Si f(x)= 3;“;2, g(x) :—%.

Ejercicio 3.5: Observemos primero que

D(f)=E, D(g)={ 000, mpar

Por lo tanto,

D(fog) = {xeD(g):g(x)eD(f)}

B {xeR:x/"eR}, n impar,
- {xe€[0,00): x/"€R}, n par,

_ R, n impar,
[0,00), npar,

(fog)x) = flgx)=(gx)"=(x"")"=x"".

Por otra parte,

D(gof)

{xeD(f): f(x)e D(g)}

{xeR:x™eR}, n impar,
{xeR:x™€[0,00)}, npar

R, n impar,
= [0,00), n par, m impar,
R, n par, m par,

(gof)x) = gD =(Fx)/"=(x"™""=x"",

De esto podemos apreciar que la igualdad (x)/" = x™/" = (x!/")™ sélo se cumple
cuando n es impar (x € R) o bien cuando 7 es par y m es impar (x € [0, 00)).

Ejercicio 3.6: (a) D(fog)=D(gof) =R, (fog)(x)= x'°+6x°—2x°+9x2—6x+2,
(gof)x)=x"+5x8+10x8+10x*+8x2+3. (b) D(fog) = D(go f) = R\{0},
(fog)x)=3r=(gof)x).

Ejercicio 3.7: V = ;5= 1.

Ejercicio 3.8: (a) El d&rea sombreadaes 11 (1 — %) el area del cuadrado. (b) El drea

sombreada es 11 (2 —1) el drea del circulo. El truco es hacer un giro sobre la mitad
de la punta de la flecha.
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Ejercicio 3.9: (a) Segundo cuadrante. (b) Cuarto cuadrante. (c¢) Cuarto cua-
drante. (d) En ningtin cuadrante.

Ejercicio 3.10: (a) 315°. (b) 135°. (¢) 12 rad. (d) 7 rad.

Ejercicio 3.11: £ rad.

Ejercicio 3.12: (a)

COoS(x
sen(x)+cos(x)cot(x) = sen(x)+cos(x) (x)
sen(x)
sen?(x)+ cos?(x) 1
= = = csc(x).
sen(x) sen(x)
(b) 1 1
CSCZ(H) _ sen2(0) sen2(6) _ COSZ(Q) —cot2(9)
2 - sen2(f) ~ cos?(0)+sen2(6) 2 - '
1+tan?(0) 1+ a0 e sen2(f)
()
1—2sen®(x)=1-—2(1—cos?(x))=2cos?(x)—1.
(d)
sen(x) _ cos(x) sen?(x)—cos?(x)
tan(x)_COt(x) _ cos(x) sen(x) cos(x)sen(x)
~  sen(x) , cos(x)  sen2(x)+cos?(x)
tan(x) + COt(x) cos(x) + sen(x) cos(x)sen(x)
sen(x)—cos*(x) _sen*(x)—1+sen?(x)
(

= 2sen’(x)—1.

Ejercicio 3.13: (@) 4. (b) —2. () 3. (d) —%. () — . () —3. (9 —v3. () —}.

Ejercicio 3.14: (a) {37, ¥ 7} b) {0, 37,7, 37}

Ejercicio 3.17: (a) (3 +2n)7m, n € Z. (b) nw, n € Z. (c) (3 +2n)7, n € Z. (d)
(1+2n)m, neZ. (e) (% +n)7r, neZ. ) 2nn, neZ.

Capitulo 4

Ejercicio 4.1: (a) 5. (b) —2.

Ejercicio 4.2: (a) No existe, cerca de —1 crece indefinidamente. (b) 6.

Ejercicio 4.3: Si x > 0, entonces x sig(x) = x-1 = x = |x|. Si x <0, entonces
x sig(x)=x(—1)=—x =|x|.

Ejercicio 4.4: (a) En ambos casos es 2. (b) 2 por la derecha y 0 por la izquierda.

Ejercicio 4.5: (a) 0. (b) 0.

Ejercicio 4.6: (a) 0. (b) 4. (¢) ;5. (d) 12.

Ejercicio 4.7: (a) El limite por laizquierda es—1 y el de la derecha es 1. (b) Cerca
de 0 la funcién no es acotada. (c) Cerca de 3 por la izquierda la funcién no es aco-
tada y el limite por la derecha es 0 (de hecho basta que la funcién no esté acotada
por la izquierda para que el limite no exista).

Ejercicio 4.8: (a) — 2. (b) ¥/19+v/29. (c) 2. (d) —1. (e) 6. () 2. (g) —%. (h) 3. ()

-1
5.
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Ejercicio 4.9: (a) 1. (b) 1. (c) 0. (d) La funcién no esta definida a la izquierda de
6. (€) 3. (f) 0. () La funcién no esté definida a izquierda de 5. (h) 0.
Ejercicio 4.10: (a) 0. (b) % (c) 1. (d) 0. (e) 64. (f) %. (g) 0. (h) 2. (i) 0.

Capitulo 5

Ejercicio 5.2: (a) . (b) 3. (c) 0. (d) 3. (e) . () 0.
Ejercicio 5.3: (a) El eje x es una asintota horizontal y

1 13 7
( V234108 +—) —==0.75488
93/ 5 v23v108+ 2 \108 3

es una asintota vertical. (b) El eje x es una asintota horizontal y 1,—3 son asintotas
verticales. (¢) No tiene asintotas.
Ejercicio 5.4: Las asintotas verticales son 1,—2 y la asintota oblicua es 2x + 1.
Ejercicio 5.5: (a) D(f) = (—v2,v2)\{—1,0,1}, R(f) = R. Asintotas verticales en
—1,0,1. (b) D(g)=(—+v2,v2)\{—1,1}, R(g) =R. Asintotas verticales en —1, 1.
Capitulo 6

Ejercicio 6.1: Primero hay que notar que

(+2)
send = sen|—+—
2 2

ol o2}l
SORD)

ol (22
- fo{ZJs(2) -sen(ZJson( 2
(L)l L)

a o« a
= 2cos—sen— cos’ - p —2cos b sen b cos® —
2 2 2 2 2 2

2/5 B B 2 @

—2Cc0s —sen —sen” —
2 2 2

Usando esto obtenemos

1 1
2cos z(a+ﬁ)seng(a—ﬂ)

a
+2cos — sen — sen
2 2

a
= ZCosEsen 2 (Cos2 ﬂ +sen? ﬂ)

B

a a
—2cos = sen b (cos2 — +sen? —)
2 2 2 2

a a
= Zcos—sen——ZcosﬁsenE
2 2 2 2

= sena—senf.
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Ejercicio 6.2: (a) En todo R. (b) En los intervalos (—0,2), (2,3) y (3, 00).
Ejercicio 6.3: Notese que x — ¢ siy s6lo si h = x —c — 0, entonces
flc)=1lim f(x)= lim f((x—c)+c)=limf(h+c)=f(c).
x—c x—c—0 h—0
Ejercicio 6.4: Para 5,—1.
Ejercicio 6.7: La funcién es

5, t€(8,9],
5+2, t€(9,9:30],
5+4, t€(9:30,10],
f(t)z{ 5+6, t€(10,10230],

5+28, re(15,15:30],
35, r€(15:30,21:00].

La funcién es continua en los intervalos abiertos y discontinua en los extremos de
los intervalos. A las 4 horas y media se deben pagar 21 pesos.
Ejercicio 6.8: (a) No es continua en 1, y es una discontinuidad evitable:
fi(x) = 2x—1, x<1,
| 1/x%  x>1.

(b) No es continua en 5 y es una discontinuidad evitable, 7(x) =+ x +1.

Ejercicio 6.9: Trazar los segmentos de linea de manera que se unan los siguien-
tes puntos: (0,1), (1,2), (2,0), (3,2), (4,0), (5,1), (6,0), (7,1), (8,0).

Ejercicio 6.10: Nétese que f(x) = x € (—1,2), entonces —1 < f(x) < 2. Por lo
tanto —1 y 2 son cotas inferior y superior para la grafica de f. Mas atin, veamos que
f no se alacanza su maximo, el minimo se trabaja de manera similar. En efecto,
supongamos que existe un x, € (—1,2) tal que f(x,) > f(x), para cada x € (—1,2).
Notese que

Xo+2
Xo < <2
por ende
Xo+2 Xo+2
x(,:f(xo)zf( "2 ): Lo x>2

Lo que contradice el hecho x, € (—1,2). No hay contradiccién pues el intervalo es
abierto.

Ejercicio 6.11: No alcanza su méximo pues cerca de 0 la funcién tiende a co y
cerca de 1 la funcién tiende a —oo, por lo tanto tampoco alcanza su minimo.

Ejercicio 6.12: f(0) > 0y f(1) < 0, entonces el resultado es consecuencia del
Teorema del Valor Intermedio.

Ejercicio 6.13: Sabemos que el A(r) = 7r?, r € [0,10]. Puesto que A(0) =0 <
250 < 300 < A(10), entonces por el Teorema del Valor Intermedio existe un ry €
(0,10) tal que A(ry) = 250.
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Ejercicio 6.14: Sea x la base y y la altura de los rectdngulos de perimetro p,
entonces 2x +2y = p. El rea sera

A=xy=x(§—x).

Puesto que 0 < x < &, entonces por la propiedad (II) existe un punto x, € [0, 5] tal
que A(xy) es maximo. Mds ain, completando el cuadrado tenemos

]

de lo cual se sigue que la base que da maxima alturaes x = 5. Asi y = p /4.
Ejercicio 6.15: Notese que f(1)=—1 <0y f(2)=3> 0, entonces por el Teorema
del Valor Intermedio f tiene una raiz en (1,2). Para estimarla ahora evaluemos la

funcién f en 3/2,
3 1

2 8

lo que nos indica que la raiz se encuentra en el intervalo (3/2,2). Ahora evaluamos

la funcién f en7/4
f(7)— 7,
4) 64”7

Por lo tanto la raiz se encuentra en (3/2,7/4). Dos pasos mads, evaluamos f en 13/8

yen25/16
13 213
=) = ==>o,
f( 8 ) 512
25 521
) - S
16 4096

De este modo, la raiz se encuentra en el intervalo (3/2,25/16) = (1.5,1.5625). Por lo
tanto, la raiz debe ser del orden de 1.5. En realidad la raiz es x = 1.5321.... Lo que
significa que pudimos aproximar la raiz al primer decimal.

Capitulo 7

Ejercicio 7.1: (@) f/(x)=—(x—2)2, x €R\2,y =—5cx— 3, y=—1x—3, ) =

4—x.(b) f(x)=6x>—8x3, xR, y ——128x 224,y =0, y =1242x —3159. (c)
f(x)=3x%six>0, f/(x)=2x,six<0,y=—4x—4,y=0,y = 27x 54.

Ejercicio 7.3: (a) 108¢"'—72¢°. (b) 7z (185° 275 +7). (€) (77 (70x1+30x°
+40x8420x"—70x5—378x°—87x*—696x3—348x2+348x +87). (d) 180x3 27x%—
50x +5. (€) —35 (x® +2x% +3x +4). (f) oy (1105 +230k% +360k™ + 95k +
200k +315k19 + 3k + 8k* + 15k3+2k+6)

Fjercicio 7.4: (a) y =53x+52. (b) y =1.

1, —3<x<-2
Ejercicio 7.5: (a) f'(x)= 0, —2<x<2,
-1, 2<x<3.
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0, x<-1,
b) f'(x)=1 2x, —-l<x<]1,
0, x>1.

V3-1 3(@—1
2

Ejercicio 7.6: Hay tres posibles puntos, el primero es (*5— ), el segundo

es(— f+1 _ (f+1 )y el tercero es (~23)

E]ercwlo 7. 7 Hay dos p051bles puntos, (1,0)y (-1 3 40)
Ejercicio 7.8: (a) 1. (b) — (c) g~ (d) 2. (e) 3340801
E]erc1c10 7.9: (@) 3 2:5 (6r +137 +5). (b) 404x (cos(x2 + 1)202)( Z+1
(© — gy (15%° +4) . (@) 7% (t4— 1) (¢4+1).
(e) 120x°(cos(cos® ( cos2x8— g cos4x8— %)) cos4(% cos2x8— % cos4x8— %)
x sen(} cos2x®— % cos4x0— 2)cos x%)(3 sen x® — 1 sen3x°).
(f) (cos(x +sen(x +sen((x +sen x)))))(cos(x +sen(x + sen x)) + cos(x + sen(x
+sen x))cos(x +sen x)+ cos(x + sen(x + sen x))cos x cos(x +sen x)+ 1).
Ejercicio 7.10: k(2)=—16, k’(2) =45
Ejercicio 7.11:

dw dwdz
ds dz ds
(1322 +2272)(95(s2 + 1) + 12s')

)201

2 1140 94

(m+13(slz+l) )(95(812+1) +12$11)‘

Ejercicio 7.12: (a) g’(x+g(a)). (b) g(x)+g’(x)(x—a). (¢) g'(xg(a))g(a). (d) g(a).
(@ g'Cx + ()1 +8/(x)). (0 g/((x —3F)2(x~3)

E]emcm 7 13: (a) G = J’z ar +xzf§—¥ +xy .

(b) “HED (y(z))d—Y( )4

E]erc1c10 7. 14 y=gx+ _0_

Ejercicio 7.16:

n (—1)™senx, n=2m,

(sen x) - { (=1)™*lcosx, n=2m-—1,
n (—1)™senx, n=2m-—1,

(cos x) - { (=1)"*lcosx, n=2m.

Ejercicio 7.17: Notese que si x > 0, entonces

kKlxv*  a>k,
(¥ (x)= k!, a=k,
0, a<k.

Por otra parte, si x <0, entonces

klxb % b>k,
(FP(x)= k., b=k,
0, b<k
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El tnico punto donde quizé no podria existir la k-ésima derivada de f es en 0. En
este caso tenemos

, a>k,

Puesto que (f)¥)(0) existe siy sélo si (f)®(0+) = (f)*¥)(0—), entonces la condi-
cibnes (a# ky b #k)obien (a=k=>b).

Ejercicio 7.18: (a) 5. (b) 0. (¢) —3. (d) 7. (e) 3. () 0. (&) 7. () 5. () 1. (j) —3. ()
0.Mo.

Capitulo 8

Ejercicio 8.1: Sea s(¢) la distancia del origen al automévil. Puesto que la acele-
racion es constante, entonces s(t) es de la forma

s()=ct*+ ot +c.

Ya que parte del origen, s(0) =0, entonces c; = 0. Por otra parte

$(10) = ¢,(10)% + ¢,(10),
s'(5)=2¢,(4)+ c.

180
6

Resolviendo el sistema obtenemos ¢, =6, por lo tanto a(t)=2c, =12 m/s?.
Ejercicio 8.2: Sea s(t) la distancia del barco al faro y x(¢) la distancia de la pro-
yeccion del barco al faro, proyectada sobre la costa, es decir,

s(t)=+v42+ x(t)2. (15.9)

Por lo tanto
1
s'(t) = 5(42 +x(6)2)V22x(1)x' (1)

1 /
= s(t)x(t)x (1).

Sis(t)=5, entoncesde (15.9) tenemos que x(¢) = 3. Puesto que x’(¢) = 12, entonces
s’(t)=36/5km/h.

Ejercicio 8.3: El costo marginal es de 2% y el costo de producir el décimo primer
pantal6n es 222

Ejercicio 8.4: (a) v(r) =3t?>— 14t +11. (b) v(¢) = (t—1)(37 —11), entonces en
(0,1) yen (11/3,5) sube y en (1,11/3) baja. (c) Se detiene instantaneamente en 1, %
segundos. (d) a(t)= %(3 t2—14r+11)=6¢—14=0, por lo tanto en % segundos la
velocidad es constante (instantaneamente).
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Ejercicio 8.5: (a) v(t)=168—29¢, a(t)=—28. (b) v(3) =81, a(3)=—28. (c) 324
m. (d) 12s.

Ejercicio 8.6: Se requiere determinar ’Zf cuando t = 3. Asi
dC  dCdn
dr ~ dndt
a (1 +3 +800) d (41°+351)
= n n —
dn at
2
= (gn+3)(8t+35).

Puesto que n(3) = 4(3) + 35(3) = 141, entonces

ac

5(3)

2
(g n(3)+ 3) (8(3)+35)
17,523

2
(5(141)+3)(8(3)+35)=

Esto significa que 3 horas después de iniciarse la produccion el costo total se in-
crementa a razén de 3,504.6 pesos por hora.

Ejercicio 8.7: El volumen estd dado por V = %nrs, por lo tanto ’2—‘: =4nr? que
es la superficie de una esfera de radio r.

Ejercicio 8.8: (a) En (a, b), pues no hay aceleracion. (b) Se aleja en (0,a) y se
acerca de (b, ¢). (c) Al tiempo c alcanza su altura maxima, pues la velocidad siem-
pre es positiva.

Ejercicio 8.9: (a) 2— 5 = 1.9688. (b) 3— 3; = 2.9877. (c) cos(%)+ &sen(%) =

14 &3 -0.53023 rad. (d) sen( )+ 135 08 (%) = & + 15 &= =0.71945 rad.
Ejercicio 8.10: Sabemos que V(r + h)~ V(r V'(r), entonces

SI

L
f
+h

('D

Vir) ~ V(r+h)—-hV'(r)
= V(4)—(0.25)V’(4—0.25)

= §R(4)3—(O.25)4n(4—0.25)2.

Asi, el volumen interior de la esfera es aproximadamente 223.9 cm?.
Ejercicio 8.11: Sabemos que

V(r+h)—V(r)=AV(r)~dV=hV'(r).

Por lo tanto,

14

V(1500 +0.03)— V(1500) (0.03)V’(1500)
(0.03)47(1500)?

= 8.4823 x10°cm®.

Se necesitardn 424.12 litros, pues es la mitad de la esfera.
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Ejercicio 8.12: En cualquier caso hay a lo mdas dos posibles funciones conti-

nuas. (a) y’ = yg,dondeypuedeseryl(x)— X, xR, px)=—x,xeR.(b) y' = 5y4,
donde y es y(x)=(x 4)1/ ,xeR. (0) y' = 4—yq, donde y puede ser y,(x) = (x )1/4,
x>0, yz(x)z—(xS)l x>0.(d) y zyq, donde y puede ser y;(x)= (x2)1/4, x eR,

¥o(x) =—(x2)1/4, xeR. (e) y' = 5y4, donde y es y(x) = ( 3)1 ,xeR.(F) y' =
donde y es y(x)=x, x €R.

Ejercicio 8.13: Sea y la parte donde se apoya la escalera en la pared y sea x el
apoyo en el suelo, ambas variables dependen del tiempo. Asi, por el Teorema de
Pitagoras,

X4
y4)

x2+y?=4% (15.10)

Derivando implicitamente tenemos que

dx(t) dy(r)
2x(t +2 =0.
=g 2y,
Buscamos dg(t) cuando y(t)=3, sabiendo que =0.5. De (15.10) nos queda

=V42—-32=1/7,
Usando esta informacién resulta que

dy(t)  x(t)dx(r) V71

dt  y(t) dt 32

El otro extremo de la escalera se desliza hacia abajo, por eso el signo negativo, con
una velocidad de 0.44 metros por segundo.

Ejercicio 8.14: Tenemos que V(t) = 37'cr(t)3 por lo tanto 40 = 45 r(t)2 .
En 45 minutos se redujo 10 cm, esto significa que d(t ) —— ;.A51
av(t) 2
—— =4n(25) —=|.
ar =42~

Por lo tanto el cambio de volumen es de —69.813 cm?® /min. El signo menos significa
se que reduce el volumen.
Ejercicio 8.15: El volumen de un cono de altura h y radio r es V = %ﬂrzh.

Puesto que

r 8 4
—=—=r=—h.
h 18 9

AsiV = %nhg’, por lo tanto

dv _16_,dh_ dh_81 1 dV

—_— =17 = — .
dt 81 at dt 167mh? dt
Puesto que ”fi—‘t/ =10, entonces cuando m =4 resulta que
dh 81 1
dr 16 m42
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Asi, lavelocidad de cambio del nivel del agua a 4 m es aproximadamente de un litro
por minuto.

Ejercicio 8.16: Sea x(¢) la distancia del inicio de la pista al avién después de ¢
horas. Por lo tanto, la distancia de la cabina de control al avién es

1(t)=+/(0.5)2+(0.07)2 + x2(¢).

Entonces
dal(t)

——= (0.2549 + x2(r)) 2 ax(t)

x(t
(—
Puesto que en 0.8 km la velocidad es de %\ =500, entonces

al(r)

_ 2 —1/2
I (0.2549+(0.8)?)

(0.8)(500) =422.84,

es decir, la rapidez de cambio buscada sera de 422.84 km/h.
Capitulo 9

Ejercicio 9.1: El capital inicial es f(0) = 4.3. Si el capital baja de 4.3, entonces
existe un r > 0 tal que f(r)=4.3, esto es debido a que lim,_,, f(#) = oo y al Teo-
rema del Valor Intermedio. Por la propiedad (II) de las funciones continuas existe
un punto minimo s € (0, r), por lo tanto f’(s)=0. Es decir

1
Z(sz)2 +3a(s®>)+b=0.

De esto deducimos que el capital nunca es menor que 4.3, si esta ecuacién no tiene
raiz, es decir, si su discriminante es negativo. Por lo tanto, la condicién sobre los
pardmetros es 9a® < b.

Ejercicio 9.2: El valor maximo es 1 y se alcanza en 1/2, el valor minimo es 0 y
sealcanzaenOyen 1.

Ejercicio 9.3: El valor minimo es 1 y se alcanza en 0, no tiene valores maximos.

Ejercicio 9.4: Sea p(x)=a + bx + ¢ x>+ d x. Los puntos criticos son aquellos
puntos que son solucién de la ecuacién 0 = p’(x) = b + 2c x + 3d x?. Puesto que
esta ecuacion es de grado 2, entonces p tiene a lo més dos valores criticos.

Ejercicio 9.5: Por ser f un polinomio, entonces f es continua en [1,3] y dife-
renciable en (1, 3). Queremos que

3¢2—10¢c—3=-10.

Por ende, los valores posibles para ¢ son %, 1.

Ejercicio 9.7: Para hacer las gréficas hay que usar traslaciones donde convenga.
Supongamos que x; < X,. (a) Sean x;, x, €(n, n+1). Entonces [x;] =[x,] = n, por
lo tanto

n—[x]=xi—n<x—n=x-[x].

Por ende, la funcién f(x)= x—[x], es creciente en (n, n+1), n € Z. (b) Es claro que

X +2<x,+2.
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Porlo tanto f(x)= x+2 es creciente en todo R. (c) Ya sabemos que x? es creciente,
entonces
(X +2P < (0 +2P = (+2°—4<(x,+2)°—4.

Asi, f(x)=(x+2)—4, es creciente en todo R. (d) La funcion es creciente en (0, 00)
y decreciente en (—oo,0). Supongamos que x;, X, € (0, 00). Multiplicando x; < x,
en ambos lados por x;, obtenemos (x,)? < x,x;. Andlogamente, si multiplicamos
x; < X, en ambos lados por x,, obtenemos x; x, < (x,)?, asi

(1) <Xy < (x2)%.
De manera similar, si x;, x, € (—o0, 0) resulta que
(x1)2 > Xp Xy > (xz)z-

(e) La funcioén f es creciente en (1, 00) y decreciente en (—oo, 1). Veamos un caso.
Si x;, x, €(1, 00), entonces x; — 1, x, — 1 €(0, 00). Por el inciso anterior resulta

(=12 <(x,—1P%= (-1 +2<(x,—1)* +2,

como se queria verificar. (f) Completemos el cuadrado x?+2x = (x + 1) —1. Pro-
cediendo como el ejercicio precedente podemos verificar que la funcién f es cre-
ciente en (—1, o0) y decreciente en (—oo,—1).

Capitulo 10

Ejercicio 10.1: La convexidad de f implica que la pendiente del segmento que
une los puntos (u, f(u)), (t u+(1—t)v, f(t u+(1—t)v)) esmenor que la pendiente del
segmento que une los puntos (u, f(u)), (v, f(v)), debidoaque u < tu+(1—t)v < v:

f(tu+(1—t)v)—f(u)<f(v)—f(u)
(tu+(Q—-tv)—u -~ v—u

Simplificando obtenemos la desigualdad deseada.
Ejercicio 10.2: Sea x €[a, b], entonces x = ta+(1—t)b, donde

t= b_xe[o 1]
" b—a T

Por el ejercicio anterior tenemos que

f(x) = f(ta+Q—1)b)
< tfla)+(1—=1)f(b)
< tméx{f(a), f(b)}+(1—t)méx{f(a), f(b)}

max{f(a), f(b)}.

Ejercicio 10.3: Sean 0 < u < r < v. Queremos verificar que

1

1 1 1
r+-—u—vy < vt —UuU—+

r—u - v—u
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‘:)(U—u)(r+%—u—%)s(r—u)(v—i—%—u—l)

u
1 1
o —w-v)(-rfutri+r—u)< —(r—u)(-wPv+uv*+u—v)
ru uv
o<ru(r—uw) (v v+uv*+u—v)—uv(u—v)(-rPu+ru*+r—u)
Su(r—u)(v—r)(v—u)=0.
Puesto que la tltima desigualdad es cierta, entonces f es convexa.
Ejercicio 10.4: Por ser x, un minimo local tenemos que f” es negativa un poco

a la izquierda de x, y positiva un poco a la derecha de x,. Entonces, para h sufi-
cientemente pequefio tenemos que

>0.
h

Por otra parte, del Teorema de Fermat se sigue que f’(x;) = 0. De este modo

/ Y /
— i LB I00) _, S0 HR)
h—0 h h—0 h

f”(xo)

Ejercicio 10.5: Se usard el criterio de la segunda derivada. (a) Y2 es un minimo
local. En efecto,

d 1 _ i 3
H(x+;) = xs(x 2),

d? 1y 6
m(’”;) =
g’(V2) > o

Mids atn, ¥/2 es un minimo global. (b) 273 es un minimo global,

d(, 1 1,
— |l = =(2x*-1),
dx (x +x) xz( x )
az(, 1 2,
W(JC +;) = F(x +1),

235 > o.

(c) Los valores criticos son 1, %,2,

d
P (x—1P(x—2))=4x>—18x*+26x — 12,

d2
P ((x —1)%(x —2)%) = 12x* —362x + 26,

3
h'(1)=2>0, h”(§)=—1<0, h’(2)=2>0.
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Por lo tanto 1y 2 son minimos y 3 es un méaximo. Los puntos (—13\/5+ 3=1.7887y
3—4+v3=1.2113 son puntos de inflexion. (d) —3/2 = —1.2599 es un maximo global,

dd—x(x—i) is(x3+2)i/§,

x2 X
d? (x 1) V2
dx? x2) = x4’
y'(=¥2) < o.
(e) —27'/3 es un minimo global,
d(, 1 1,
—(=2) = =(2x%+1),
dx (x x) xz( o )
az [, 1 2 .
- __ - = -1),
d x? (x x) x3 (x )

kK'(—27Y%) > o,

y 1 es un punto de inflexion. (f) 0 es un minimo global,

d x? 2x

E(1+x2) B m’

d*> [ x? 2(3x2-1)

W(sz) RS
q"0) > o,

y 3v3,—3 /3 son puntos de inflexion.

Ejercicio 10.6: El polinomio p tiene s6lo unaraiz real si p es creciente. Es decir,
si0 < p’(x) = 3x%>+2ax + b, para cada x € R. Para encontrar el minimo de p’
hacemos p” (x) =2a+6x. Asi—3a es un valor critico de p’. Puesto que p”’ (—1a) >

0, entonces —+a es un punto minimo para p’. Por lo tanto

p'(x)=p (—%a), VxeR.

Por ende, basta pedir que

1 1 2 1 1
p'(——a) =3(——a) +2a (——a)+ b=b—-a®*>0,
3 3 3 3

es decir 3b > a?.

Capitulo 11

X2 XZ
Ejercicio 11.1:(a)%(ﬁ)— re (2x%—3x +2),

T (x3+1)?

Xz Xz
dd—; (;—H) = (xszf(ZxB—5x6 +4x5+6x*—4x3+2x2—3x+1).

b) L(eV*+1/e¥)=—2% (e% +xze_x),

X
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& (eMr41/er)= %(e% +2xex +x4e_x).

dx
4

© L(e ¥ —e¥)P=—T2 (0 —1) (e5+1),
dd_ng(e_sx _e3x)5 :—ﬁ% (66)5 — 1)3 (5e2(6x) +6€6x +5)

d _ 2 2x+3
(d) ﬂ(v e2x +3x)_ ZW,

2
dw (Ver +3x) = - (126 —24xe% —4¢%%) +9),
xX+e2x)2

x x 2 x x
(e) dd—x(ee )=exte ,%(ee J=e*te" (e* +1).
Ejercicio 11.2: (a) 5%y’ +xe” y’+ e’ =6x = y' = 1571557 (6x —e”).

2
eV—el —ye”

(b) xe¥'2yy +e¥ —xeVy' —eV +yet+y'e =0y’ =

(c) eV (xy' +y)—3x2+6yy'=0=>y'= W(i’)xz—ye"y}.

(d) exe’ =" (xeVy/+e’ —eVe (ye* +y'e¥)=10xyy +5y2 =

, 5y2—exp(—ey“x+xey)(eJ’—ye"eyex)

y :_exp(—e}’e"+xey)(exeye"—xe}’)+10xy'

Ejercicio 11.3: Tenemos que y’' =2+ e~* y y’ = 3. Igualando las ecuaciones re-
sulta que x = 0. Asila ordenada al origen es y(0) =—1. Por lo tanto, la recta buscada
esy=3x—1.

Ejercicio 11.5: (a) 0. (b) 00. (c) —c0. (d) 2.

Ejercicio 11.6: (a)

ex—xeV+2xyey*”

2

2 2 (£ g2 (e2x—1)
( x —x) e ) T omr e T (el L.
ex+e 5 (e=2x+1)"  (e—2x+1)

e“*+e *eV+e + eX—e*eV—e™V
2 2 2 2

(b)

1 _ _ _ _
= (e +1)(e™® +1)+ yp=ezer (e —1)(e™® —1)
+ x+y —(x+y)
= exz ’ (e™¥ ) 4 1)= % =cosh(x+y).

Ejercicio 11.8: (a) (cosh(x)") = £ (b) (senh(x))® = €= ()
g"(x)=(x+n)e*.

Capitulo 12

Ejercicio 12.1: Usar traslaciones para graficar f(x)= ﬁ, luego reflejar con res-
pecto a la diagonal. De hecho la funcién inversa es + —2.
Ejercicio 12.2: (a) Sean f y g inyectivas. Si

(fog)x)=(fog)y) = [f(gx)=/[(g(y)
= glx)=gly)=x=y.

(b) Puesto que
(foglo(fog)(x)=x = fllgo(fog) )x))=x
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= gfeog) (=1
= (fog) (=g '(f'(x)=(g o f ).

La expresion para (fog) ™! es g7 o f71. (¢) Si f o g es inyectiva, entonces g es in-
yectiva. En efecto, si g(x) = g(y), implica f(g(x))= f(g(y)), peroestoes(fog)(x)=

(fog)(y), porlotanto x = y.
Ejercicio 12.3: (a) (—09,0), (0,2), (2, 00). (b) (—00,—v/2), (— f 2,0),(0,v2), (v2,
00). (¢) (—00,-1), (—1,0), (0,1), (1, 00). (d) Escribamos 22 = L o+ s M Sigr=

px+q px+q
ps,lafuncién f esla constante %, por lo tanto no hay ningtin 1ntervalo donde f sea
inyectiva. Si g r # ps, entonces el signo de f'(x)= (‘7; L ; depende de la constante
q+px

gr—ps. Por lo tanto, los intervalos de inyectividad son (—oo, ——) y( , 00).
Ejercicio 12.4: (a) f~'(x)=—vx+1, x > —1. (b) f7(x) = ¥Yx—1, x €R. ()
i x)=x?>—1,x>0.d) h'(x)=x3+1, x €R.
Ejercicio 12.5: (a) (f ') (x) = 3(x + 1), (b) (f71)(x) = s x2/5.
Fjercicio 12.6: La derivada es

N _l( x)” 12, x<o,
(f l)m‘{ —%%1 X2 x>l

Ejercicio 12.7: Para graficar la funcién inversa hay que usar la reflexién con
respecto ala diagonal de la grafica de f. Ademas, (f~')(x)=1, paracada x € (n,n+
1), neZ.

Capitulo 13

. P . cos x cos(es¥) 84x+3
Ejercicio 13.1: (a) —(sen x) e“** {1 (b) 55757605

(x5+1) —x3+2x*>-3x+4 ( )L 1 cos(lnx) cos(In(sen(In x)))

1 X3
(©) 55

x4 xX34+x2—x+1)* " x sen(In x) sen(In(sen(In x))) *
Ejercicio 13.2: (a) e. () 0. (c)2.(d) 1. (e) 1. (f) e3.
E]er01c10 13.3: (a) 2y y'+ w 4=0=>y'= )chzz;cj_%
(b) 3y2y +5 (xy +y)+2xln(xy)=5: y'= x2+3y3 (5 Xx— 2xlnxy)
Ejercicio 13.4: Derivamos implicitamente 3x% — £ y —Iny+3y?y'=2=y'=
3y2 v (lny 3x2 +2) Porlo tanto la pendiente en (2, l)es —5. Por ende, la ecuacion
de la linea recta es )
y =—5=y=11-5x.
x—2

Ejercicio 13.5: Tomando logaritmos queda In y = a In x, derivamos implicitamen-

te &> =¢.Porlotanto y'={y=ax"".

Ejercicio 13.7: g/)(x )= i éHx%L"H), neN.
) 1

Ejercicio 13.8: (a) ‘/— (b

+y2

E]er01c10 13.9: (a) Sea y = cos™! x. Usando que tan(%) =4/ }Iﬁgzg, obtenemos

tan \/ ==. De lo cual se sigue que 3 = tan™ ( 1+x) (b) Sea y = cos™! x.

Usando cos(20)=2cos? —1,nos queda cos(2y) = 2(cos y)>—1 =2x2—1. Porlo tan-
to, 2y =cos™! (2x2—1). (c) Sean ¢ =tan"' x, f = tan"' y. Usando que tan(a + ) =
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tan a-+tan f
1—tanatanf’
buscado.

Ejercicio 13.10: (a) Sea y = cos x, entonces y*—8y?+3 =0. Las soluciones son

Va—v13,—Va—v13,V V13 +4,—V V13 +4,

ylas tnicas soluciones que estan en el intervalo (0, 7t) son cos™! (\/ 4—+ 13) =0.8917

ycos~! (—v 4— «/ﬁ) = 2.2498. (b) Usando sen(30) = 3sen(8)—4sen3(0), nos queda

4y3—y2—3y =0, con y =sen x. Por lo tanto las posibilidades son x = sen_l(—%) =

—0.84806, x = sen™'(0) = 0, x = sen}(1) = 1.5708. La tinica opci6n valida es x =
—0.84806, en (—7/3,0).
Ejercicio 13.11: (a) . (b) 7. (¢ SIT“. (d) cos(sen*1 (%)) = cos(%) = ‘/7§

Capitulo 14

nos queda tan(tan! x +tan~! y)= de esto obtenemos el resultado

xy’

Ejercicio 14.1: Sean5=x+y +2z, x+y =3z.Asi 5=3z + z, por lo tanto z = %.
Esto implica 22 =x +y. Sea P =xyz=2x(2—x). Encontramos que el producto
maximo es 121565, enx="2. Asl, y =2,

Ejercicio 14.2: Sea 20 x+y. Para el cuadrado A, = z%, x =4z, y para el circulo
X

A, = Tw?, y—27tw EntoncesA—A1+A2=(;)2+n(y)2 pero y = 20— x. Por

lo tanto, A(x) = 1&= (7x?—160x +4x2 +1600). El valor minimo es 225 cuando x =

80
80 Porende, y =20— 22 =20-2,.
Ejercicio 14.3: Sea [ la longitud del cable y sea x la distancia del poste de 20
m al punto P, donde se fijard el cable en el suelo. Por lo tanto, 30 — x es la distan-
cia del poste de 28 m al punto P. Ademds, sean y y z la distancia de los extremos
superiores de los postes de 20 m y 28 m, respectivamente, al punto P. Con esto
tenemos que | = y + z y ademds, por el Teorema de Pitagoras, y? = x% + (20)?,
2 = (30— x)? +(28). De este modo, I = 4/x2+(20)2 + /( 30 x)2+(28)2. Asi, la
+/2225+ /4361 +¢436

minima distancia es *===5*=== =56.604 y se alcanza en x = 3 = 12.5.

Ejercicio 14.4: Sean r, h el radio yla altura, respectlvarnente, del cono. El volu-
men del cono es V = § r2h. Se puede hacer una figura y observar que se inscribe en
el circulo de radio a un tridngulo de altura h —a, base r e hipotenusa a. Usando el
Teorema de Pitdgoras nos queda a2 =r?+(h—a).Porlotanto, V = § (2ah®— h®).

Asi, el volumen es maximo si h =42 y r 2‘“

Ejercicio 14.5: Sean x, y la base y la altura, respectivamente, del rectangulo.
Consideremos el tridngulo inscrito en el rectdngulo de base 3, altura y e hipote-
nusa a. Asi a? = y?+(5)?, por lo tanto, el area del rectdngulo es xy = x4/ a2 —(3)2.
De esto obtenemos las dimensiones buascadas x =v2ay y = %

Ejercicio 14.6: Sean x y labase yla altura de la pagina. Asi81 =(y —6)(x —4) y
el precio es x + y = x + = +6. De aqui encontramos que el precio mds bajo es de
28 pesos cuando x = 13 y y =15.

Ejercicio 14.7: La distancia del punto (0,4) al punto es (x, y) estd dada por

2
(0—x)2+(4—y)2=\J(O—x)2+(4—x£) = iv x4—16x2+256.
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De aqui vemos que el minimo es 4 en —2+/2 0 en 2+/2. Por lo tanto el punto en la
parabola es (—2+/2,2) o bien (242, 2).

Ejercicio 14.8: El volumen del cilindro es V = 7tr?h, donde r es el radio y h es
la altura. La superficie es S = drea de las tapas + drea lateral = 27trh + 27r2. Asi

V=nr? (%ﬂr’z) De esto deducimos que r = /&, h = \/g nos proporcionan el
volumen méximo.

Ejercicio 14.9: Sean x, y la distancia del cable subterrdneo y subfluvial, res-
pectivamente. Por lo tanto, el costo serd C = 3000x +5000y. Haciendo un dibujo
vemos que se forma un tridngulo rectdngulo de base 4— x, altura 1 e hipotenusa y.
Entonces y? =12 +(4— x)?. Por lo tanto, C = 3000x +50004/1 + (4— x)2. De lo cual
deducimos que el costo minimo es de 16,000 cuando x = 2 y 2.

Ejercicio 14.10: Sea x el volumen del pedido. En caso de menudeo el ingreso
es 20x, 0 < x <50, por lo tanto el ingreso méximo es 1000 pesos. En el de mayoreo
el ingreso es x(20—0.02x), 50 < x < 600. Aqui el ingreso méaximo es de 5000 pesos
cuando x = 500. Por lo tanto, el pedido que produce maximo ingreso es de 500
piezas.

Ejercicio 14.11: Sea ¢ el tiempo en horas, a partir de las 10:00 A.M. Después de
t horas el vehiculo mas lento estard alejado del punto P a 20t km, mientras que
el vehiculo més veloz estard a 2—50¢ km mas cerca de P. Por lo tanto, la distancia
entre los vehiculos es \/ (201)2 +(2—50t)%. De esto tenemos que la distancia mas
corta es 7 v/29=0.74278 km a las 55 = 3.4483 x 10~ horas.

Ejercicio 14.12: Sean y, x la distancia que rema y camina, respectivamente.
Haciendo una figura vemos que se forma un tridngulo rectdngulo de base 6 — x,
altura 2 y hipotenusa y. Asi que y? =2%+(6— x)?. Usando la férmula velocidad =

4/ 4+(6—x)2

distancia/tiempo, tenemos que el tiempo total serd £ + 4 = £ + ¥——-. De esto
resulta que el tiempo minimo es % = 1.7333 horas y se alcanza si camina g kmy
rema 2.5 km.

Ejercicio 14.13: (a) Aumento la cantidad de agua en la presa de enero a junio.
(b) En el mes de junio. (c) La cantidad méxima de agua fue de 10 millones de litros.

Apéndice

Ejercicio 15.1: Supongamos a > 0. Si % <0,entoncesl=a- % <a-0=0.Loque
es imposible, por lo tanto + > 0. Andlogamente se hace el otro caso.

Ejercicio 15.2: Si a > 0, entonces tomando £ = %, nos queda0<a < %, lo que
implica 0 < 1 < 3. Por lo tanto, a =0.

Ejercicio 15.3: Verificaremos sélo que (a,b)N(c,d) = (méx{a, c}, min{b, d}).
Sea x € (méx{a, c},min{b, d}), entonces max{a, c} < x <min{b,d}, asi a < max
{a,c} < x <min{b,d} < byc<méx{a,c} < x <min{b,d} < d, esto significa que
x €(a,b)n(c,d), porlo tanto (max{a, c},min{b,d}) c (a, b)N(c, d). Paraver la otra
contensién consideraremos cuatro casos. Sea x € (a, b)N(c,d), entoncesa < x < b
yc<x<d:

(1) Siméx{a,c}=a, min{b,d}= b, entonces max{a,c}=a < x <b=min{b,d}.

(2) Siméax{a,c}=a, min{b,d}=d, entonces max{a,c}=a < x <d=min{b,d}.
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Soluciones

(3) Siméax{a,c}=c,min{b,d}= b, entonces max{a,c}=c < x <b=min{b,d}.
(4) Siméax{a,c}=c,min{b,d}=d, entonces max{a,c}=c < x <d=min{b,d}.

Por ende, x € (méx{a, c},min{b,d}). Asi(a,b)N(c,d) c (max{a, c},min{b,d}).
Ejercicio 15.4: Una posible respuesta es analizando la composicién de la fun-
cién cuadrdtica y con la funcién raiz cuadrada, como se hace en el Ejercicio 3.5.
Para una explicacién més detallada siempre se puede recurrir a su profesor.
Ejercicio 15.5: (a) No se puede factorizar. (b) (3x—2)(2x—1). (¢) (x—1)*(x +1)%.
(d) (x—4)(4x+3).
Ejercicio 15.6: Si tiene una raiz real, entonces su discriminante A es no negati-
vo. Por lo tanto, también su otra raiz es real. Sabemos que r, = %Z, entonces

_—b+vE_—b—vA VE__ VA

n+—
2a 2a

)

Ejercicio 15.7: (a) (—oo,—% — I)U(%—l, oo) (b) (—o0,—3)u(1, 00).
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Notasy listas de simbolos

Notas

La modelacién matemadtica es sin duda una herramienta poderosa que le ha
permitido a la humanidad desarrollarse en diversos dambitos. Este hecho té4cito
nos deberia motivar para aprender a modelar mateméaticamente, pues en cual-
quier momento podemos requerir su uso. El Capitulo 2 de [5] es un buen inicio a
la modelacién matemaéticas pues ensefia a planter y resolver problemas en forma
de pequenos modelos matematicos.

El concepto de funcién que se utiliza en este libro es intuitivo. La definicién
rigurosa es dada en términos de conjuntos, ésta puede consultarse en el Apéndice
del Capitulo 2 de [8]. En [6] se pueden encontrar més problemas sobre traslacion y
graficacién de funciones. Por otra parte, para un buen repaso sobre las propiedades
del valor absoluto se puede consultar [4]. En general, las referencias [4], [6] y [7]
tienen un enfoque practico y traen una gran cantidad de ejercicios sobre todos los
temas de este libro.

Por otro lado, las referencias [1], [3] y [8] abordan el célculo desde un enfoque
tedrico y pueden consultarse para revisar las demostraciones de algunos hechos
que sélo se mencionan. Por ejemplo, el uso formal de la definicién de limite se
puede estudiar en el Capitulo 4 de [1]. En este capitulo también se demuestran las
propiedades de los limites. Cabe mencionar que [2] trae una buena seleccién de
ejercicios resueltos usando la definicién formal de limite. Las demostraciones de
las propiedades de las funciones continuas pueden consultarse en [8]. Asu vez [1]
da una demostracién bastante accesible de la regla de la cadena. En particular se
sugiere [3] para estudiar la Regla de L'Hospital, su enfoque es directo y trae buenos
ejercicios sobre este tema.
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Notas y lista de simbolos

Lista de simbolos

pertenece a

no pertenece a
subconjunto
conjunto vacio
union

intersecciéon

< O C Q@ N H™» M

para cada (o para todo)

P4

aproximadamente

= : implica: Si P y Q son proposiciones, entonces P implicaa Q (P = Q)
& @ equivalencia: P=QyQ=P

max{a,b} : valormaximodeayb

min{a, b} : valorminimodeayb
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